
PRAVILA ZA POLAGAǋE ISPITA IZ NUMERIQKE ANALIZE
U TOKU SEMESTRA

1. Ispit se sastoji iz pismenog i usmenog dela. Pismeni deo ispita
je eliminatoran.

2. Aktivnosti u toku semestra mogu biti obavezne i opcione, a odvi-
jaju se u dve faze.

3. Prva faza poqiǌe sa poqetkom letǌeg semestra i zavrxava se sa
drugom kolokvijumskom nedeǉom.

4. Druga faza poqiǌe sa zavrxetkom prve i zavrxava se sa terminom
usmenog ispita u julskom ispitnom roku.

5. Pregled aktivnosti po fazama dat je u Tabeli 1.

FAZA AKTIVNOST
obavezna opciona

Seminarski rad
Pismeni ispit

Prva faza Doma�i rad
Prvi deo usmenog ispita

Tema 8

Druga faza Drugi deo usmenog ispita

Tabela 1: Aktivnosti u toku semestra

PISMENI ISPIT

• Da bi stekao pravo da pismeni deo ispita pola�e u toku semestra,
student je obavezan da polo�i eliminacioni zadatak iz Teme 1 u
Tabeli 2.

• Teme T2 i T7, T3 i T4, T5 i T6 su alternativne, Tabela 2. Student
bira po jednu (ukupno tri) od alternativnih tema.

• Iz svake od odabranih tema student pola�e jedan zadatak uz korix-
�eǌe mre�nog softvera i raspolo�ive literature. Polo�en za-
datak vrednuje se sa 8, 9 ili 10 poena, Tabela 2.

• Polagaǌa se odvijaju u unapred zakazanim terminima ve�bi, ter-
minima kolokvijuma ili u dogovorenim vanrednim terminima.
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Redni Tema Naqin polagaǌa Broj
broj (T) poena
1 Pribli�ni brojevi i grexke funkcije pismeno 6
2 Nelinearne jednaqine softver 8-10
3 Sistemi linearnih jednaqina softver 8-10
4 Sistemi nelinearnih jednaqina softver 8-10
5 Polinomska interpolacija softver 8-10
6 Aproksimacija funkcija softver 8-10
7 Numeriqko diferenciraǌe i integracija softver 8-10
8 Diferencijalne jednaqine softver 3-5

Tabela 2: Teme za polagaǌe ispita

• U okviru redovnih termina student mo�e polagati odre�enu temu
najvixe dva puta. Vrednuje se posledǌe polagaǌe.

• Minimalan broj poena: 30 (6 iz T1 + po 8 iz tri po izboru teme
od Tema 2-7).

• Maksimalan broj poena: 36 (6 iz T1 + po 10 iz odabranih tema)

• Student je polo�io pismeni ispit ako je osvojio najmaǌe mini-
malan broj poena.

• Polo�eni pismeni ispit va�i u teku�oj xkolskoj godini.

PRVI DEO USMENOG ISPITA

• Pola�u se uvodna pitaǌa iz tri od preostalih (u odnosu na pis-
meni deo ispita) alternativnih tema iz Tabele 2. Polagaǌe se vrxi
na posebnim obrascima za svaku temu.

• Uvodna pitaǌa su formulisana u skladu sa Uputstvom za pripremu
uvodnih pitaǌa.

• Maksimalan broj poena za svaku temu je 8.

• Student je polo�io prvi deo usmenog ispita ako je osvojio najmaǌe
12 od mogu�ih 24 poena i ako je na svakoj od tri polagane teme
osvojio najmaǌe 3 poena.
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STUDENT JE POLO�IO ISPIT AKO JE POLO�IO PISMENI
ISPIT I PRVI DEO USMENOG ISPITA

DOMA�I ZADATAK

• Doma�i zadatak mo�e biti:

– jedan problem ili zadatak iz poglavǉa Problemi, zadaci i ko-
mentari va�e�eg u
benika

– jedan zadatak iz poglavǉa Zadaci za ve�bu va�e�e zbirke za-
dataka

– teorema koja je u va�e�em u
beniku navedena bez dokaza, sa
upu�ivaǌem na literaturu

• Doma�i zadatak se predaje u xtampanoj formi

• Doma�i zadatak brani se usmeno u terminu konsultacija predmetnog
nastavnika

• Odbraǌen doma�i zadatak se vrednuje sa 6 poena

• Na prethodnih 6 poena mo�e se dodati 1,2,3 ili 4 poena, u zavis-
nosti od slo�enosti doma�eg zadatka

TEMA 8

• Student pola�e temu T8 iz Tabele 2.

• Pravo polagaǌa Teme 8 stiqu studenti koji po zavrxetku redovne
nastave imaju polo�en pismeni ispit.

• Polagaǌe se vrxi na isti naqin kao i polagaǌe alternativnih tema
u okviru pismenog ispita (softver).

• Za polo�enu T8 student dobija 3, 4 ili 5 poena.

UKUPAN BROJ POENA (UP) posle zavrxene prve faze raquna se po
formuli

UP=(P+U1)* k(A)+D+T8

gde je
P - broj poena na pismenom delu ispita
U1 - broj poena na prvom delu usmenog ispita
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A - broj poena za aktivnosti na nastavi
D - broj poena za doma�i rad
T8 - broj poena za Temu 8

• Vrednost za A dobija se na osnovu evidentiranih dolazaka na pre-
davaǌa ili za druge aktivnosti u okviru nastave.

• Vrednost koeficijenta k(A) raquna se po formuli

k(A) =

{
1 za A = 0
0.025A+ 1.125 za A > 0

• Neke vrednosti za k(A) navedene su u slede�oj tabeli.

A 0 1 2 3 4 5
k(A) 1 1.15 1.175 1.2 1.225 1.25

Ocena za polo�eni ispit izvodi se prema slede�oj tabeli.

UP [51-60] [61-70] [71-80] [81-90] [91-100]
Ocena 6 7 8 9 10

Tabela 3: Skala za ocene

DRUGI DEO USMENOG ISPITA

• Pravo polagaǌa drugog dela usmenog ispita imaju studenti qiji
broj poena na osnovu aktivnosti u nastavi nije maǌi od 3.

• Polagaǌe se vrxi iskǉuqivo u junskom ili julskom ispitnom roku.

• Studentima se na raspolagaǌe stavǉaju tri grupe pitaǌa. Sva
pitaǌa prve grupe vrednovana su sa 5, druge sa 6, a tre�e sa 7
poena.

• Student bira jednu ili (najvixe) dve grupe pitaǌa koje �eli odgo-
varati, a zatim dobija po jedno pitaǌe iz svake od odabranih grupa.

• Polagaǌe se vrxi u usmenoj formi.

KONAQAN BROJ POENA (KP) posle zavrxene druge faze raquna se
po formuli

KP=UP+U2
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gde je U2 broj poena na drugom delu usmenog ispita.

ZAVRXNA OCENA se dobije kada se broj poena (UP) u Tabeli 3 za-
meni sa (KP).

UPUTSTVO ZA PRIPREMU UVODNIH PITAǋA

Nelinearne jednaqine

1. Etape u numeriqkom rexavaǌu jednaqine f(x) = 0.
2. Definisati i grafiqki interpretirati interval izolacije korena
jednaqine f(x) = 0.
3. Dovoǉan uslov za egzistenciju korena jednaqine f(x) = 0 na intervalu
(a, b).
4. Dovoǉan uslov za egzistenciju i jedinstvenost korena jednaqine f(x) =
0 na intervalu (a, b).
5. Karakteristika iterativnih metoda za rexavaǌe nelinearne jedna-
qine f(x) = 0.
6. Red konvergencije iterativne metode. Specijalni sluqajevi (p =
1, 2, . . .).
7. Metoda polovǉeǌa intervala. Geometrijska interpretacija i for-
mula za iterativni niz.
8. ǋutnova metoda. Geometrijska interpretacija. Formula za itera-
tivni niz.
9. Navesti dovoǉne uslove za konvergenciju ǋutnove metode.
10. Brzina konvergencije ǋutnove metode. Izvo�eǌe formule

|ξ − xn| ≤
M2

2m1

|ξ − xn−1|2.

11. Grexka ǋutnove metode. Izvo�eǌe formule

|ξ − xn| ≤
M2

2m1

|xn − xn−1|2. (1)

12. Izvo�eǌe formule za iterativni niz metode seqice.
13. Metoda regula falsi. Geometrijska interpretacija i formula za itera-
tivni niz.
14. Jednokoraqna regula falsi. Geometrijska interpretacija i formula za
iterativni niz. Uslovi za izbor x0 i xf .
15. Metoda iteracije. Transformacija jednaqine f(x) = 0 i formula za
iterativni niz. Geometrijska interpretacija konvergentnog sluqaja.
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16. Kǉuqni uslov za konvergenciju metode iteracije.
17. Izvo�eǌe formule za aposteriornu grexku metode iteracije.
18. Pore�eǌe numeriqkih metoda za rexavaǌe nelinearnih jednaqina u
odnosu na brzinu konvergencije.

Sistemi linearnih jednaqina

1. Zapisi sistema od n linearnih jednaqina sa n nepoznatih u skalarnom
i vektorskom obliku.
2. Klasifikacija metoda za rexavaǌe sistema linearnih jednaqina. Karak-
teristika iterativnih metoda.
3. Definicija norme vektora.
4. Primeri vektorskih normi u Rn.
5. Raqunaǌe vektorskih normi. Primeri.
6. Definicija rastojaǌa u normiranom prostoru.
7. Raqunaǌe rastojaǌa u prostoru Rn u razliqitim normama. Na primer,
izraqunati d(x,y) u normi ‖ · ‖∞ ako je x = (2,−1, 0, 4), y = (−1, 5, 1,−2).
8. Definicija konvergentnog niza u normiranom prostoru.
9. Definicija matriqne norme.
10. Primeri matriqnih normi u prostoru Mn.
11. Raqunaǌe matriqnih normi. Primeri.
12. Definicija matriqne norme koja je saglasna datoj vektorskoj normi.
13. Navesti matriqne norme koje su saglasne redom vektorskim normama
‖ · ‖1, ‖ · ‖∞ i ‖ · ‖2.
14. Indukovana matriqna norma. Definicija i osobine.
15. Navesti matriqnu normu koju indukuje:

• apsolutna vektorska norma,

• euklidska vektorska norma,

• uniformna vektorska norma?

16. Definicija sopstvenih vrednosti i sopstvenih vektora matrice.
17. Karakteristiqna jednaqina matrice.
18. Definicija spektra matrice. Primeri.
19. Definicija spektralnog radijusa matrice. Primeri.
20. Opis metode proste iteracije. Formula za iterativni niz u vek-
torskom i skalarnom obliku.
21. Navesti potreban i dovoǉan uslov konvergencije metode proste ite-
racije.
22. Ispitivaǌe konvergencije iterativnog procesa na konkretnim pri-
merima (videti Primer 3.9 u u
beniku na str. 69).
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23. Navesti dovoǉan uslov konvergencije metode proste iteracije.
24. Definicija dijagonalne dominantnosti matrice. Napisati uslove
dijagonalne dominantnosti za kvadratne matrice reda n = 3, 4, . . ..
25. Izvesti formulu za iterativni niz Jakobijeve metode.
26. Navesti dovoǉan uslov konvergencije Jakobijeve metode.
27. Realizacija ideje Gaus-Zajdelove metode na konkretnim sluqajevima.
Na primer, pomo�u kojih komponenti se raquna x(3)5 (nepoznata x5 u tre�oj
iteraciji) ako sistem linearnih jednaqina ima devet nepoznatih x1, . . . , x9?
28. Izvesti formulu za iterativni niz Gaus-Zajdelove metode.
29. Navesti dva dovoǉna uslova konvergencije Gaus-Zajdelove metode.

Sistemi nelinearnih jednaqina

1. Skalarni i vektorski zapis sistema nelinearnih jednaqiona.
2. Definicija kontraktivnog preslikavaǌa F : D ⊆ Rn →D.
3. Definicija Jakobijeve matrice preslikavaǌa F u taqki x ∈D.
4. Odre�ivaǌe Jakobijeve matrice za konkretna preslikavaǌa. Na primer,
za preslikavaǌe

F (x, y) =

[
x2 + xy3 − 1
x sin2 y

]
.

5. Definicija Hesijanove matrice (hesijana) preslikavaǌa f : Rn → R.
6. Odre�ivaǌe Hesijanove matrice za konkretna preslikavaǌa. Na primer,
za preslikavaǌe

f : (x, y, z) 7→ x sin y + 2x3y2 − ln(1 + x2).

7. Metoda iteracije. Izvo�eǌe formule za iterativni niz u skalarnom
i vektorskom obliku.
8. Ako je preslikavaǌe G definisano na lopti S = {x ∈ Rn : ‖x−x0‖ ≤ r},
navesti dovoǉne uslove konvergencije metode iteracije.
9. Ako su ispuǌeni dovoǉni uslovi konvergencije metode iteracije,
navesti formulu za ocenu grexke n-te iteracije.
10. Izvo�eǌe formule za iterativni niz metode ǋutn-Kantoroviqa.
11. Navesti iterativni niz za jednu modifikaciju metode ǋutn-Kanto-
roviqa.

Polinomska interpolacija

1. Skicirati grafik interpolacionog polinoma funkcije f koja je zadana
vrednostima u qvorovima x0, . . . , xn. Razmotriti specijalne sluqajeve
kada je n = 2, 3, . . .. Za svaki od ovih sluqajeva odrediti stepen interpo-
lacionog polinoma.
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2. Koji problem se rexava interpolacijom funkcije f funkcijom g?
Navesti interpolacione uslove za funkciju g.
3. Napisati izraz za Lagran�ov interpolacioni polinom Pn(x) za n −
1, 2, 3, ... .
4. Izvesti formulu za Lagran�ov interpolacioni polinom.
5. Definisati grexku polinomske interpolacije i interpretirati je
grafiqki.
6. Napisati izraz za: a) grexku b) ocenu grexke polinonomske interpo-
lacije ako f ∈ C(n+1)[a, b].
7. Definicija podeǉene razlike k-tog reda u qvoru xi. Napisati odgo-
varaju�e definicije za konkretne sluqajeve, npr. za

f [x0, x1], f [x1, x2], ..., f [x0, x1, x2], f [x1, x2, x3] . . .

8. Napisati izraz za vezu izme�u podeǉene razlike i vrednosti funkcije
u qvorovima x0, . . . , xn. Izraziti datu podeǉenu razliku preko vrednosti
funkcije u qvorovima, npr. za podeǉene razlike

f [x0, x1], f [x1, x2], ..., f [x0, x1, x2], f [x1, x2, x3] . . .

9. Napisati izraz za ǋutnov interpolacioni polinom sa baznim qvorom
x0.
10. Napisati izraz za ǋutnov interpolacioni polinom sa baznim qvorom
xn.
11. Definisati konaqnu razliku k-tog reda funkcije f u taqki x. Speci-
jalno, definisati konaqne razlike ∆f(x), ∆2f(x), . . ..
12. Definisati konaqnu razliku k-tog reda funkcije f u qvoru xi. Speci-
jalno, definisati konaqne razlike ∆y0, ∆y1,. . . ,∆2y0, ∆2y1 . . ..
13. Navesti vezu izme�u podeǉenih i konaqnih razlika k-tog reda u
qvoru xi. Razmotriti specijalne sluqajeve

f [x0, x1], f [x1, x2], ..., f [x0, x1, x2], f [x1, x2, x3] . . .

14. Napisati izraz za prvi ǋutnov interpolacioni polinom sa ekvidis-
tantnim qvorovima u odnosu na promenǉivu s. Navesti vezu izme�u x i
s.
15. Izvesti formulu za prvi ǋutnov interpolacioni polinom sa ek-
vidistantnim qvorovima.
16. Navesti aproksimativnu vezu izme�u n-tog izvoda funcije f u qvoru
xi i odgovaraju�e konaqne razlike. Napisati izraz za aproksimativnu
grexku prvog ǋutnovog interpolacionog polinoma.
17. Napisati izraz za drugi ǋutnov interpolacioni polinom sa ek-
vidistantnim qvorovima u odnosu na promenǉivu s. Navesti vezu izme�u
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x i s.
18. Koji se problem rexava inverznom interpolacijom? Navesti jedan
interpolacioni polinom funkcije f−1 koji se koristi u inverznoj inter-
polaciji.

Aproksimacija funkcija

1. Oblik aproksimacione funkcije u opxtem sluqaju. Skica grafika
aproksimacione funkcije za date podatke.
2. Navesti p-normu kao meru odstupaǌa aproksimacionih od eksperimen-
talnih podataka. Napisati izraz za p-normu ako je p = 1, 2, . . ..
3. Napisati izraz za funkciju kvadratnog odstupaǌa.
4. Napisati izraz za funkciju koja se minimizira u metodi najmaǌih
kvadrata.
5. Navesti uslove iz kojih se odre�uju aproksimacioni parametri u
metodi najmaǌih kvadrata.
6. Izraz za uopxteni polinom.
7. Izraz za funkciju kvadratnog odstupaǌa ako je aproksimaciona funkcija
uopxteni polinom.
8. Zapis sistema normalnih jednaqina u matriqnom obliku uz navo�e-
ǌe matrice A, vektora a i y. Razmotriti specijalne sluqajeve kada je
(m,n) = (2, 3), (m,n) = (2, 4),(m,n) = (3, 4), . . ..
9. Navesti bazne funkcije ako je aproksimaciona funkcija algebarski
polinom m-tog stepena. Napisati izraz za algebarski polinom m-tog
stepena i odgovaraju�u matricu A ako je m = 2, 3, . . ..
10. Zapis sistema normalnih jednaqina ako je aproksimaciona funkcija
algebarski polinom m-tog stepena. Razmotriti specijalne sluqajeve kada
je (m,n) = (2, 3), (m,n) = (2, 4), (m,n) = (3, 5), . . ..
11. Oblik aproksimacione funkcije i zapis sistema normalnih jednaqina
ako je aproksimaciona funkcija algebarski polinom prvog stepena.
12. Grafiqka interpretacija linearne zavisnosti.
13. Svo�eǌe nelinearnih zavisnosti na linearne.
14. Zapis sistema od m linearnih jednaqina sa n nepoznatih. Izraz za
funkciju kvadratnog odstupaǌa F (x1, . . . , xn) preodre�enog sistema. Speci-
jalni sluqajevi: (m,n) = (3, 2), (m,n) = (4, 2), (m,n) = (4, 3), . . .. Grafiqka
ilustracija sluqajeva u kojima je n = 2.
15. Definicija rexeǌa preodre�enog sistema linearnih jednaqina.
16. Odre�ivaǌe rexeǌa preodre�enog sistema linearnih jednaqina.

Numeriqko diferenciraǌe i integracija
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1. Napisati formulu za raqunaǌe f ′(xk) ako se funkcija f aproksimira
Lagran�ovim interpolacionim polinomom. Xta se uzima za pribli�nu
vrednost izvoda, a xta za grexku te pribli�ne vrednosti?
2. Xta je kvadraturna formula? Definisati grexku kvadraturne for-
mule ako se podintegralna funkcija aproksimira interpolacionim poli-
nomom.
3. Izvesti formulu za pravilo levih pravougaonika i dati grafiqku
interpretaciju pravila.
4. Napisati formule za pravila: a) desnih b) sredǌih pravougaonika i
interpretirati pravila grafiqki.
5. Izvesti formulu za trapezno pravilo i dati grafiqku interpretaciju
pravila.
6. Izvesti formulu za Simpsonovo pravilo i dati grafiqku inter-
pretaciju pravila. Qime se zameǌuje povrxina krivolinijskog trapeza
koji odgovara funkciji f?
7. Navesti formule za grexke: a) pravila levih pravougaonika b) trapeznog
pravila v) Simpsonovog pravila i dati grafiqku interpretaciju gre-
xaka.
8. Definisati algebarski stepen taqnosti kvadraturne formule Qn(f).
Napisati definiciju ako je m = 0, 1, 2, . . ..
9. Koji algebarski stepen taqnosti imaju: a) pravilo levih pravougaonika
b) trapezno pravilo v) Simpsonovo pravilo?
10. Na kojim formulama se bazira izvo�eǌe: a) uopxtene formule levih
pravougaonoka b) uopxtene trapezne formule v) uopxtene Simpsonove
formule?
11. Navesti teoremu koja se koristi kod izvo�eǌa grexke uopxtenih
kvadraturnih formula.
12. Izvesti uopxtenu: a) formulu levih pravougaonika b) trapeznu for-
mulu v) Simpsonovu formulu.
13. Izvesti formulu za grexku i ocenu grexke: a) uopxtene formule
levih pravougaonika b) uopxtene trapezne formule v) uopxtene Simp-
sonove formule.
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