MATEMATHUERA 3

[IpBu KomokBujyMm, HOBeMOap 2017 - 4. rpyna

Hparan bHopuh

1. 3a jennauumny
(2zy + yH)dx + (2zy + 2* — 22%y* — 229°)dy = 0

OIpeanTy MHTErpanuoru GakTop A(y), a 3aTUM PENIUTH jeqHAUNHY.

Pewewe. Ilata jemmauuna je obsuka Adr + Bdy = 0 u Huje jenHauumHa ca TOTAJIHUM
nmupepennujanom jep muje Aj = Bj. TlomTo ce y 3amaTky Tpamu ma Ce OAPEIA UHTE-
rpamuonn gaxrop obsauka A(y) (To BaJsga 3HAYM Ha TakaB mOCTOju!), HOBA jemHAUMHA je
P(x,y)dr + Q(z,y)dy = 0, rne je P =X A u Q= AB. U3 ycnosa P, = Q) u jenmmaxoctu

Py =NA+ XA, = NA+ A2z +2y), Qp=AB,=A\2y+2zx— day? — 2%)
cilenu na je
NA = -\dzy? 4+ 20°) = —20y(2zy + %) = —2)yA.

Onasne, 3a A # 0 umamo mudepernmujanny jemaauumny N = —2\y u3 koje onpebyjemo
naTerpammonn paxrop A # 0. Kako je d\/\ = —2ydy, jenno pememe 3a A je A(y) = e v’
Capna, makie, UMaMO jeTHAUNHY Ca TOTAJHUM IU(EPEHIIN)aIoM

(2zy + y2)efyzda: + 2y + 2% — 22%y°* — 23:y3)e*y2dy =0.

To 3maunm ma mocroju ¢ymrnuja v : R? — R taxsa ma je

—2 a2
ul, = (2zy +y*)e ™V, uy, = (2ry + 2?2 — 22%y% — 2233)e V. (1)
Kana ompemrMo ¢yHKIZjY u©, OHZa CMO ONPAKTAYHO DENIMIN 33TaTaK jep U3 jeOHAKOCTU
du = 0 nmamo na je u(x,y) = C ommre pememe gare jeIHAUMHE.
Kako ma ompemmmvo ¢pyurumjy u? Ha pacmomaramy mmamo ase jemmakoctu u3 (1). U3
IpBE je THAKOCTU CJEIU Oa j€

u(z,y) = /“&(% y)dz + p(y) = /(293?; +y)e Vdr + ¢(y) = (22y +ay?)e ™ + p(y).

W3 oBe jemnakoctm mobujamo na je

uy, = (2% — 22%9° + 2xy — 231;3;3)6792 + ¢ (y).
[Topebemem oBor m3pasa 3a u), u omor u3 (1) Bumumo na je ¢'(y) = 0, ommocHO ma je

y
o(y) =D eR.



IIpema TomMe, mmamo ma je
u(z,y) = zy(z +y)e ¥ + D,

. . 2 .
mITO 3HAYM A4 je ommTe pememne mnare jennaunne ry(x +y) = CeV”, rme je C € R.

Hanomena. HaBemeHUM MOCTYIKOM MOKEMO & OAPEAUMO (PYHKIU]Y U Y OIIITEM CIYYajy,
ONHOCHO 3a jemHauWHy ca ToTadHuM mudepernujansom Pdr 4+ Qdy = 0. Y tom ciydyajy
umahemo ma je

u(w,y) = /P(w,y)dx +©(y), (2)

npu yemy 3a @(y) Baskm'

¢'(y) = Q(z,y) — aay /P(w,y)dw- (3)

N3 jemnakoctu (2) u (3) caemu na je

u(z,y) Z/P(x,y)dwr/ [Q(x,y)—aay/l’(x,y)dw} dy. (4)

Kopumhemenm oBe ¢popmynie pemaBame jeAHAYNHE Ca TOTAJTHUM AU(EPEHIN)jaJIOM Ce CBOIU
Ha HAJAKEHme TPU MHTErpaJia U TO OJAKIIAaBa pemaBame jemnauwmuae. Mebyrtwum, kanma
ce ToJiazke WCIUT, HUje NOBOJLHO CAMO YIAMTUTU U KOpucTutu Gopmyay (4) jep ce Ha
Taj HauymH 3axaTtak obe3spebhyje. Hamme, cryment momohy Te dpopmyne moske ma mobuje
peleme 3aJaTKa a Ja IPU TOMEe He 3Ha Kako je Ta popmyna nacraina. lllrasume, vHe Mmopa
HUIITA A& 3HA HU O je HAUWHU Ca TOTAJHUM audepeHimjanom, ocuM aa je u(z,y) = C meHo
OIIIITE PEIIee.

[Tpema ToMe, KO :Keau Ha UCOUATY Oa Kopuctu Gopmyiay 3a u(x,y) Tpeba Hajupe ma je
u3Bene. Y KOHKDETHOM CJIydYajy, MOCTyIak m3Bohema GopMyse 3a u je IPAKTUYHO pemia-
Bame IaTe jeIHAUUHE U TO je yIpaBo ypabheHo y pemaBamy 3aJaTKa Ca OBOI KOJOKBUjyMa.

'Bunern jenmaxoct (43) ma crpann 32 yubermka M. CTOJAHOBUE, P. JIa30BUE, O. Muxut, . HOPUE,
Mamemamura 3, POH, 2015



2. OgpenuTu mapTUKYJIAPHO pelleme NuepeHnnjaTHe jeTHAUNHE

yy" =y'(1-2y)
ako je y(0) =2 u y/'(0) = 3/2.

Pewemwe. Iara jemmauuna je obaura F(y,y',y”) = 0 u ona ce cmenom z(y) = y' cBommu
Ha jemmauuny npsor pena G(y,z,z') = 0.
N3 z(y) = ¢ cnemn ma je y'(z) = 2/(y) - ¥/(x) = 7'z, ma ce mara jenmaumna cBomM HA
jemHAYMHY IPBOT pena
yzz' = 2(1 — 22).

Jenno pememe ose jennaunne je z = 0, oqaocHo ¥y = 0, alu OHO HE UCIYHABA AATE yCIOBE.
Cnyuaj 1 — 22 =0 u y = 0 muje moryh. 3a z(1 — 2z)y # 0 umamo jenuauuny

dz  dy
1-22 y
KOja pasaBaja mpoMensbuBe. OminTe penieme OBE jefHAUUHE je 2 = §+—2 U OHO nepuHUIIE
Yy
jemmauuny mpBor pena 1o y. Y3 ycaose y' (0) = 3/2 u y(0) = 2 ta jeqmauyuna riacu
, 1 . 4
Yy ==+ —.
YT

OBo je takobe jemmauuna KoOja pa3aBaja MPOMEHJLUBE

y2dy _dx
y2+8 27

a H-eHO OIITE pelene je’

y — 2v/2arctan —2— = = + C.
Y 2\/§ 5

N3 maror ycnosa y(0) = 2 nobuja ce TpaskeHO NAPTUKYJIAPHO DEUICHE 3a

1
C =2 —2v2arctan —.
V2

2 2
9 y dy /y —84+38 1 y y
= dy =y — 8- —— arctan —2— + D = y — 2¢/2 arctan —2— + D.
/y2+8 s V7Y 2v2 2v2 Y 22
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3. OgpenuTu onmITe peneme CUCTEMa TUPEPEHIIN]ATHIX je THAUNHA

iy ety otz —y)
I(t)— a:2+y2’ (t)_332—|—y2

Pewewe. Cumerpuyuan obOJIUK DATOT CUCTEMA je

dx dy dt

tm+ty:ty7tx_7x2+y2'

W3 npBe jemmakocTy mMaMO XOMOIEHY jeTHAYUUHY

y/ _ Yy—x
y+x
umje je ommTe pememe’
ot y
(J;Q + y2)€2a1ctan S — Cl- (5)

Hapasuo, oBa jemHaKOCT je jemaH MPBU UHTErPAJ JaTOT CUCTEMA.

W3 jemnaxkocTu
xdr +ydy dt

ta? +ty? 2242

cnemn jemmaroct d(z? + y?) = —d(t?) u3 koje MMaMO jOIm jemaH MPBU MHTET AT
22 + % + 12 = O, (6)

Jemnakocru (5) u (6) meduHUIIY pelneme TATOr CUCTEMAa YKOJIUKO CYy IPBU MHTErDAJIU
p = C1 u ¥ = Cy HE3aBUCHU, TIE je

oz, y,t) = (2 + y2)e2 s Yz, y,t) = 2 +y? + 1%

Kako je
/ /
(A
/ /
Po Py
Ha 00IaCcTH MeUHUCAHOCTU CUCTEMA, TO CY AOOUjeHU MPBU MHTETPAIN 3aMCTA HE3aBUCHU.

IIpema Tome, Heno3Hare (yHKIMje T 1 y cy onpebene jennakoctuma (5) u (6).

_ 4(332 +y2)62arctan% ?é 0

3CmenoMm z = y/x umamo na je y' = z + x2’, a HOBa jemHAUUMHA je

1+Zdz——d—x
14227 =z

WuTterpanujom Hanazumo na je

arctan z + %ln(l +2%) = —In|z| + Dy,
OJHOCHO
2arctan z + In(1 + 2%) = —Inz” + Ds.

W3 oBe jemmarocTu caemu na je
Cy

(1 +22)e2arctanz _ ﬁ,

omakie nako mobujamo jemmaxoct (5).



