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1. Za jednaqinu

(2xy + y2)dx+ (2xy + x2 − 2x2y2 − 2xy3)dy = 0

odrediti integracioni faktor λ(y), a zatim rexiti jednaqinu.

Rexeǌe. Data jednaqina je oblika Adx + Bdy = 0 i nije jednaqina sa totalnim
diferencijalom jer nije A′y = B′x. Poxto se u zadatku tra�i da se odredi inte-
gracioni faktor oblika λ(y) (to vaǉda znaqi da takav postoji!), nova jednaqina je
P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0, gde je P = λA i Q = λB. Iz uslova P ′y = Q′x i jednakosti

P ′y = λ′A+ λA′y = λ′A+ λ(2x+ 2y), Q′x = λB′x = λ(2y + 2x− 4xy2 − 2y2)

sledi da je
λ′A = −λ(4xy2 + 2y3) = −2λy(2xy + y2) = −2λyA.

Odavde, za A 6= 0 imamo diferencijalnu jednaqinu λ′ = −2λy iz koje odre�ujemo
integracioni faktor λ 6= 0. Kako je dλ/λ = −2ydy, jedno rexeǌe za λ je λ(y) = e−y

2
.

Sada, dakle, imamo jednaqinu sa totalnim diferencijalom

(2xy + y2)e−y
2
dx+ (2xy + x2 − 2x2y2 − 2xy3)e−y

2
dy = 0.

To znaqi da postoji funkcija u : R2 → R takva da je

u′x = (2xy + y2)e−y
2
, u′y = (2xy + x2 − 2x2y2 − 2xy3)e−y

2
. (1)

Kada odredimo funkciju u, onda smo praktiqno rexili zadatak jer iz jednakosti
du = 0 imamo da je u(x, y) = C opxte rexeǌe date jednaqine.

Kako da odredimo funkciju u? Na raspolagaǌu imamo dve jednakosti iz (1). Iz
prve jednakosti sledi da je

u(x, y) =

∫
u′x(x, y)dx+ ϕ(y) =

∫
(2xy + y2)e−y

2
dx+ ϕ(y) = (x2y + xy2)e−y

2
+ ϕ(y).

Iz ove jednakosti dobijamo da je

u′y = (x2 − 2x2y2 + 2xy − 2xy3)e−y
2
+ ϕ′(y).

Pore�eǌem ovog izraza za u′y i onog iz (1) vidimo da je ϕ′(y) = 0, odnosno da je
ϕ(y) = D ∈ R.
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Prema tome, imamo da je

u(x, y) = xy(x+ y)e−y
2
+D,

xto znaqi da je opxte rexeǌe date jednaqine xy(x+ y) = Cey
2
, gde je C ∈ R.

Napomena. Navedenim postupkom mo�emo da odredimo funkciju u u opxtem sluqaju,
odnosno za jednaqinu sa totalnim diferencijalom Pdx + Qdy = 0. U tom sluqaju
ima�emo da je

u(x, y) =

∫
P (x, y)dx+ ϕ(y), (2)

pri qemu za ϕ(y) va�i1

ϕ′(y) = Q(x, y)− ∂

∂y

∫
P (x, y)dx. (3)

Iz jednakosti (2) i (3) sledi da je

u(x, y) =

∫
P (x, y)dx+

∫ [
Q(x, y)− ∂

∂y

∫
P (x, y)dx

]
dy. (4)

Korix�eǌem ove formule rexavaǌe jednaqine sa totalnim diferencijalom se svodi
na nala�eǌe tri integrala i to olakxava rexavaǌe jednaqine. Me�utim, kada
se pola�e ispit, nije dovoǉno samo upamtiti i koristiti formulu (4) jer se na
taj naqin zadatak obezvre�uje. Naime, student pomo�u te formule mo�e da dobije
rexeǌe zadatka a da pri tome ne zna kako je ta formula nastala. Xtavixe, ne mora
nixta da zna ni o jednaqini sa totalnim diferencijalom, osim da je u(x, y) = C ǌeno
opxte rexeǌe.

Prema tome, ko �eli na ispitu da koristi formulu za u(x, y) treba najpre da je
izvede. U konkretnom sluqaju, postupak izvo�eǌa formule za u je praktiqno rexa-
vaǌe date jednaqine i to je upravo ura�eno u rexavaǌu zadatka sa ovog kolokvijuma.

1Videti jednakost (43) na strani 32 u
benika M. Stojanovi�, R. Lazovi�, O. Mihi�, D. �ori�,
Matematika 3, FON, 2015
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2. Odrediti partikularno rexeǌe diferencijalne jednaqine

yy′′ = y′(1− 2y′)

ako je y(0) = 2 i y′(0) = 3/2.

Rexeǌe. Data jednaqina je oblika F (y, y′, y′′) = 0 i ona se smenom z(y) = y′ svodi
na jednaqinu prvog reda G(y, z, z′) = 0.

Iz z(y) = y′ sledi da je y′′(x) = z′(y) · y′(x) = z′z, pa se data jednaqina svodi na
jednaqinu prvog reda

yzz′ = z(1− 2z).

Jedno rexeǌe ove jednaqine je z = 0, odnosno y′ = 0, ali ono ne ispuǌava date uslove.
Sluqaj 1− 2z = 0 i y = 0 nije mogu�. Za z(1− 2z)y 6= 0 imamo jednaqinu

dz

1− 2z
=
dy

y

koja razdvaja promenǉive. Opxte rexeǌe ove jednaqine je z =
1

2
+
C

y2
i ono definixe

jednaqinu prvog reda po y. Uz uslove y′(0) = 3/2 i y(0) = 2 ta jednaqina glasi

y′ =
1

2
+

4

y2
.

Ovo je tako�e jednaqina koja razdvaja promenǉive

y2dy

y2 + 8
=
dx

2
,

a ǌeno opxte rexeǌe je2

y − 2
√
2 arctan

y

2
√
2
=
x

2
+ C.

Iz datog uslova y(0) = 2 dobija se tra�eno partikularno rexeǌe za

C = 2− 2
√
2 arctan

1√
2
.

2
∫

y2dy

y2 + 8
=

∫
y2 − 8 + 8

y2 + 8
dy = y − 8 · 1

2
√
2
arctan

y

2
√
2
+D = y − 2

√
2 arctan

y

2
√
2
+D.
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3. Odrediti opxte rexeǌe sistema diferencijalnih jednaqina

x′(t) = −t(x+ y)

x2 + y2
, y′(t) =

t(x− y)
x2 + y2

.

Rexeǌe. Simetriqan oblik datog sistema je

dx

tx+ ty
=

dy

ty − tx
= − dt

x2 + y2
.

Iz prve jednakosti imamo homogenu jednaqinu

y′ =
y − x
y + x

qije je opxte rexeǌe3

(x2 + y2)e2 arctan
y
x = C1. (5)

Naravno, ova jednakost je jedan prvi integral datog sistema.

Iz jednakosti
xdx+ ydy

tx2 + ty2
= − dt

x2 + y2

sledi jednakost d(x2 + y2) = −d(t2) iz koje imamo jox jedan prvi integral

x2 + y2 + t2 = C2. (6)

Jednakosti (5) i (6) definixu rexeǌe datog sistema ukoliko su prvi integrali
ϕ = C1 i ψ = C2 nezavisni, gde je

ϕ(x, y, t) = (x2 + y2)e2 arctan
y
x , ψ(x, y, t) = x2 + y2 + t2.

Kako je ∣∣∣∣ψ′x ψ′y
ϕ′x ϕ′y

∣∣∣∣ = 4(x2 + y2)e2 arctan
y
x 6= 0

na oblasti definisanosti sistema, to su dobijeni prvi integrali zaista nezavisni.
Prema tome, nepoznate funkcije x i y su odre�ene jednakostima (5) i (6).

3Smenom z = y/x imamo da je y′ = z + xz′, a nova jednaqina je

1 + z

1 + z2
dz = −dx

x
.

Integracijom nalazimo da je

arctan z +
1

2
ln(1 + z2) = − ln |x|+D1,

odnosno
2 arctan z + ln(1 + z2) = − lnx2 +D2.

Iz ove jednakosti sledi da je

(1 + z2)e2 arctan z =
C1

x2
,

odakle lako dobijamo jednakost (5).

4


