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Dragan �ori�

1. Izraqunati
∫

3
√
3− x

2− x
dx.

Rexeǌe. Smenom 3− x = t3 imamo da je dx = −3t2dt i 2− x = t3 − 1, pa je

I =

∫ 3
√
3− x
2− x

dx = −3
∫

t3dt

t3 − 1
= −3t− 3

∫
dt

t3 − 1
= −3t− 3J.

Kako je
1

t3 − 1
=

1

3
· 1

t− 1
− 1

3
· t+ 2

t2 + t+ 1
,

to je

J =
1

3
ln |t− 1| − 1

6

∫
2t+ 4

t2 + t+ 1
dt+ C

=
1

3
ln |t− 1| − 1

6
ln(t2 + t+ 1)− 1

2

∫
dt

t2 + t+ 4
+ C

=
1

3
ln |t− 1| − 1

6
ln(t2 + t+ 1)− 1√

3
arctan

2t+ 1√
3

+ C.

Prema tome,

I = −3t− ln |t− 1|+ 1

2
ln(t2 + t+ 1) +

√
3 arctan

2t+ 1√
3

+ C,

gde je t = 3
√
3− x.

2. Izraqunati du�inu luka krive y = ln(1+cos x) za 0 ≤ x ≤ π
3 .

Rexeǌe. Prema formuli za du�inu luka imamo da je

l =

∫ π/3

0

√
1 + y′2dx =

√
2

∫ π/3

0

dx√
1 + cosx

=

∫ π/3

0

dx

cos x2
= 2

∫ π/6

0

dx

cosx
.

Kako je∫ π/6

0

dx

cosx
=

∫ π/6

0

dx

sin(π/2− x)
=

∫ π/2

π/3

dx

sinx
=

∫ π/2

π/3

d(tan x
2 )

tan x
2

= ln
(
tan

x

2

)∣∣∣π/2
π/3

,

to je

l = 2

(
0− ln

1√
3

)
= 2 ln

√
3 = ln 3.

1



Napomena. Za integral I =

∫
dx

cosx
, kao i za integral J =

∫
dx√

1 + cosx
mo�emo

da upotrebimo i univerzalnu trigonometrijsku smenu tan
x

2
= t, ali to zaista nije

neophodno. Ako to ipak uradimo, dobijamo da je

I = 2

∫
dt

1− t2
, J =

√
2

∫
dt√
1 + t2

.

3. Izraqunati
∫∫

D

ex
2+y2 xy

2x2 + y2
dxdy, gde je

D = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 2, y ≥ x ≥ 0}.

Rexeǌe. Prelaskom na polarne koordinate (ϕ, ρ) umesto date oblasti D imamo
novu oblast G = [π/4, π/2]× [0,

√
2], pri qemu je

I =

∫∫
D
ex

2+y2 xy

2x2 + y2
dxdy =

∫ √
2

0
eρ

2
ρdρ ·

∫ π/2

π/4

cosϕ sinϕ

1 + cos2 ϕ
dϕ = J ·K.

Kako je

J =
1

2

∫ √
2

0
eρ

2
d(ρ2) =

1

2
eρ

2

∣∣∣∣
√
2

0

=
1

2
(e2 − 1)

i

K = −1

2

∫ π/2

π/4

d(1 + cos2 ϕ)

1 + cos2 ϕ
= − 1

2
ln(1 + cos2 ϕ)

∣∣∣∣π/2
π/4

=
1

2
ln

3

2
,

to je

I = J ·K =
e2 − 1

4
ln

3

2
.
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