MATEMATWUEKA 3

o JludepeHnujanue jeqaauynHe o

1. gvac: /ludpepeHnujasne jemHauwmHe IPBOT pena
Oninre ¥ CUHTYJIAPHO PeEIieHe

Y macrasry he nam y = y(z) npeacraBbaTu peasny QyHKIU]Y peajiHe MIPOMEHILUBE &, U HeHe U3BO I
(mo m-tor pema) hemo crammammo osmawasarwu: y' =y (), v’ = y"(x),..., y™) =y (x).

Jemnauuny obmura F(z,y,y’, ...,y(”)) = 0 HazuBaMoO AU(PEPEeHIUjaJTHOM jeJHAUMHOM N-TOT Pela, a
HEHO OIIIITE PEIIEHhe TPaRUMO y 0baury ¢(x,y, C1, ...,Cp) = 0, roe cy C1, ..., C), Heke peasiHe KOHCTAHTE.
3a KOHKpETHEe BPEIHOCTU TUX KOHCTAHTHU HOOMjaMO HEKO Ol MapTUKYJIAPHUX pPellemha IaTe jeIHaJYnHe.
YKONIMKO MMaMO peleme mpepeHnmjalne jeHaunHe KOjeé ce He MOKe JOOUTU M3 OIIITEr PEeIleHa HU
3a jeman m36op koucrantu C1,...,C,, Taga TAKBO PENIEHE€ HAZUBAMO CUNZYAAGDHUM.

3a n = 1 umamo mudepennujandy jensauuny npsor pena F(z,y,y’) = 0 u meno pememe y 06auKy
o(z,y,C) = 0. Heran je moryhe (u 3rommo) ma ce mupepenHujasna jeIHAUYMHA HAOUIE y OOIUKY
Yy = f(z,y), Ka0 U WEHO pememe y ekcIuuuTHOM 00aury y = ¥ (z, C).

IIpumep: OnmTe pememe mudpepeHnujaane jearaudune npsor pena y' = 0 je mato ca y = C, C =
const. Hexa mapTukyIapHa pemema Te jeaHaumse cy y = 1, y = /2, y = e ura.

Onmre pememe mupepennujanne jennaunue y' = 2 je y = 5z + C, C = const, a HeKa TAPTUKYJIAPHA
pemema cy y =5+ 1, y =5z + 7...

1. Jlokasaru ma je y = 2Cz + C? ommre pememe mudpepenmujanme jemnaumne (y )2 + 4ry’ = 4y.

Pewemwe. [okasumo ma y = 20z + C? 3amcra 3a10B0OsbaBa AaTy IM(EpEHNUjalHy jeqHaunHy: Kako
je vy’ =2C, To Bawku

(y')? + 4y’ = (2C)? + 42(20) = 4C? + 82C = 4(2Cx + C?) = 4y.

Ilo ne¢urMNUjK, TO jecTe ommITE pelleme jep CAIPKU jeqHy KOHCTAHTY U 3a0BOJbABA CAMY jeTHAUUHY.

O

2. Ilokazatu na je v2 = C(y—C), C # 0, ommTe pememe mudepernujaase jemaaunne z(y' )% —2yy' +4x =
0. [Mokazatu na cy y = 2x m y = —2x CUHTYJapHA PEUIekha TE jeTHAYMHE.

Pewewe. W3 2?2 =C(y—C) u C # 0 nobujamo na je y = % + C, omakxe je y = %’”, I1a 3aMEHOM ¥y U

Yy y mary jenHaumHy H0OMjaMO Ia Baiku
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te je ca 22 = C(y — C) 3amcTa maTo ommTe pememne naTe AU(EpeHIUjaJHE je HATNHE.



Iame, ako je y = 2z, Tama Baxku ¥y = 2, Ia je UCIyHEHO
2(y)? - 2yy + 4z = 2(2)> —2-22- 2+ 4z = 0,

OMHOCHO M Y = 2z je pememne gate nudepeHnurjatne jeqnadunsae, Mmehytum oo je cuarymapuo. Hamwme,

. . 2 .
He TocToju BpeaHoct koucrante C, tako na je & + C = 2z, jep ce paau O MOIMHOMUMA DAa3TMIUTOT

crernena. AHaJIOTHO ce pe3oHyje u 3a y = —2T. ]
Kopucrehu 3anuc usBoma npeko mudepermmjana, y' = %, mudepeHnujaiHa je JHAYMHA IPBOT pena
F(z,y,y’) =0 ce mHeraq MOke 3ammcaT u 'y OBIUKY

P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0.

3. llokazaru na je Inz - Ilny = C onmre pememe mudepennujanne jeqaavune ylnydr + xlnzdy = 0,
¥ OApEeIUTU IMAPTUKYJIAPHO Pelleme 3a Koje Baku y(e) = e.

Pewewe.  Bumumo ma je
1 1
ylnydx+xlnxdy:xy<xlnydx+ylnxdy) =zyd(lnz - Iny),

na 3akmyuyjemo na Basku d(lnz - lny) = 0, omakue canenu na je Inz - Iny = C 3aucra ommre pereme
naTe jeqHaduHe.

Ako 3amMeHHMO yci0B y(e) = e, OOHOCHO T = e U y = e y AaTy jeiHauduHy, nobulieMo na je ucmymeHo
Ine-lne=c, ogaocuo C' = 1. Ilakie, TpaskeHO MapTUKYJIAPHO pemene je Inx-lny = 1. ]

JempauuHe ca pa3noBojeHUM IIPOMEHJEUBUM

Hupepenmmjanny jennauuny y' = f(x)g(y) < ﬁg) = f(z)dz, g(y) # 0, HA3UBAMO jednauuHOM Ca

Pa308ojeHuUM NpoMeHpUSUM. PelmaBaMo je TaKO MITO MHTErPAJUMO 006€ CTpaHE MOCIEqhe jeHAKOCTHU:
dy
o = [@de == G+ =F@)+ s,

ONHOCHO ommTe pemene je naro y obaury G(y) — F(x) = C, rme je C =Cy — Cy = const, urne cy G u
F npumutrBHe ¢yHKUUje QyHEIUja ¢ U f, pemoM.

4. Pemmnty mudepennmjanny jemuauuny (1 + e”)yy = e*.

dy

Pewewe.  Paznpajamem mpomembuBux y jemnaumsn (14 e”)y4Z = e* nobujamo jenmaunny

x

1+e®

ydy = dz.

Axo uHTErpaJuMo JeBy W NeCHy cTpaHy mobmhiemo

2 o
Yy _ e’ _t=14e"| dt_ _ "

Ia IMPEeKTHO nobujaMo Aa je ommTe pememe nare madepermmjanne jemmaumse y2 = 2In(1 + %) + Oy,
roe je C; =2C. OJ



5. OmpemuTn mapTUKYJIAPHO pememe mupepermujatne jemnaunue 2y’ = cos(z — y) — cos(z + y) Koje

3amoBossasa yciaos y(0) = 5.

Pewemwe. Onpenumo Hajupe ommTe penieme: Kopucrehu mo3HaTm TPUTOHOMETPUjCKU UAEHTUTET 34
pPA3IMKYy KOCUHYyCa OOOMjaMo Ja BarKy

dy cos(z —y) — cos(z + y) —92sin I*y;zﬂ/ sin zfygzrfy

—_— = = = sin x sin
da 2 2 4
onakje, pa3iBajameM IPOMEHBUBUX NOOUjaMO je THAUYNHY
d
- Y _ sinx dz.
siny
Nurerpamemem 0be cTpane nuMaMo 13 Bayku
d 2 dt
—cosx—!—C:/Sinxdx:/ .y z[t:tg%J:/lgz: =lIn|t|,
siny e
OJHOCHO OIIIITE PEIIEHE TIACH:
Y| _
(1) cosz + In tg§ =C
Bamerom © =0, y = 5 y (1), nobujamo ma je C' = cos0+1In|tgZ| = 1, Te je Tpaweno mapTukyTapHO
pemreme: cosx + In|tg §| = 1. O

XomoreHe mudepeHIMjaHe jeTHAUNHE

a3MBaMO TOMOZEHOM OuPepenyujasnom jednavurom npeoe peda. TaxBy
z =% omarne je y = zx, onHocHO Yy’ = 2'x + 2.

x?

Jemnaunny obiuka y' = f(%) m
M

jemHauyuHy pemnaBaMoO CMEHO

. . Yy
6. Permtu mupepenrmjanny jemnauuny y' =ex + £ 4 1.

Pewemwe. ArOo yBememMo CMeHy z = z, omarie je y = zx u y = Z'x + z, mobujamo ma je naTa
IUPEPEHNNjAJIHA je[HAUNHA CKBUBAJEHTHA jeIHAYUHU 2 X +7=¢e"+7+1, omrocHo % x = e+ 1.

Haxon pa3ﬂBaj alba IIPOMEH/LMBUX U MHTETrpaJ/bCHha IMaMO

da: t=e? dt 11

OoJaKie je
y

z(ew +1)
e

C=ln|z|+Injt+1—Injtf|=In =In

)

1)

8le

onakie je ommre pememe Cies = x(e% + 1), rae je Cp = e©. ]

7. OnpemuTy mapTUKyJIapHO pememe audepennujanue jemnaunse (ry’ — y)arctg 2 = x xoje 3amoso-
spaBa yciaos y(1) = 0.



Pewewe. Habumo npso ommre pememe nare qudepennujaite jeqHadnse. Aro nmoienuMo obe crpaxe
ca x nobuheMo HapeIHY XOMOIeHY AU(EpPEHNUjaJHY jeTHAUNHY

(y’ - Q) arctgg =1
T x

Axo yBememo cMmeHy z = %, onakie je y = z'x+z, mobuhemo jenmaunny z'x arctg z = 1, na pasasajamem
MIPOMEHJPUBUX 100OUjaMOo farctgzdz = f% = In|z| + C. IlpumeHoM maprmjasHe WHTerpanuje, 3a

u = arctgz u dv = dz, omHocuo du = u v = z, nobujamo:

dz
2241

tg zdz = zarct ads =2
arctg zdz = zarctgz 22—|—1_ dt — 922 d

1 dt
= zarctgz — - —zarctgz—fln\ﬂ

2) t

:garctgy—f < >

x x

Y )
= Yarctg? - = 21

—arctg ~ — (( y?) — 21n|z)
=Y arctg y_ f(ln(x2 +9%) +1In|z|

T z 2 ’

OomakJe mqoOujaMo 1a je OUIITE pEIIeHe JAaTe jeTHadunHe

Y y 1 2 2
2 Zarctg = — —(1 =C.
2) Larctg L — 2 (n(z? + 7))

Axo zamenmmvo x = 1uy =0y (2), 061/1heM0 C = 0-arctg0 — $(In(0% + 1%)) = 0, Te je Tpakeno
napTukynapso pememe £ arctg 2 = 1 (In(z? + y?)). ]

8. Omrosapajyhom cmeHOM cBecTU jemHaduny y = % Ha XOMOT€HY, a 3aTUM j€ PEIIUTH.

Pewemwe. Yromuko He OucMo mMasu —3 m —1 y Opojuolry, OOHOCHO WMEHWOIY, Tamga OUCMO jen-
HOCTaBHO MO0OMIM XOMOreH obiuk mare jenHauune. llpuvenuhieMo jeman TPpUK Tako ma U3ryOUMO Te
OpojeBe. YBemuMo CMeHY T = 1 + «, y = y1 + [ 3a moromuo uzabpane o u f3:

dyp _dy _omi+ta+y+F-3 sty t+at+B-3
dxy dr z14+a—-yp—-B-1 xz1—y1+a—-pF—1"

MoruBanuja mam je ma mzabepemo « u [ Tako ma Baxku o+ 5 =3 u a — [ = 1. Jennocrasuo mobujamo
na je a =2u f=1. Caga pemaBamMo jeIHAUNHY

d L+ 3 =8 1

Y1 _ T +y1 — fl <:>1 Z/x1+Z: +Z’

dey 11— 1—% 1—=2
oakryIe je

dz 1+ 2 14+z—2422 2241

-1 = —zZz = = s

dx 1—=z 1—=z 1—=z

na pa3aBajameM IPOMEHJBUBUX NOOMjaMO
dr; (1 —2)dz
x; 2241

d 1—-2)d d d 1
ﬁ/ﬂ:/ﬂ:/ifg:amtgz,iln(zul),
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-1
onmHocHO BpahameMm cMeHa 1 =T —2 U 2 = b:

-1 1 ~1\?
1n\x—2|+C:arctgii2 21n<(12> +1>.

Hakon mano cpebuBama mobujaMo OmIITe pememe y 00IuKy
y—1 2 2
2arctg72 =In((z —2)*+ (y—1)%) + C.
T —
]

Hamomena: Wnaeja w3 mpomtor 3amaTka He MOpa YBEK Ja ,yOaau jep MO:Ke ma ce OeCHu Ja He
[IOCTOjeé TpaykeHu « U (3, OJHOCHO CHUCTEeM Koju ce mobuje HemMa pemema. Tanga ce 3amaTak MOKe
pemuTu npeko oarosapajyhe cmene z = z(x,y):

IIpumep: Hudpepennujanny jeanauuny (z+y+1)dz+ (2z+ 2y — 1) dy = 0 Mmoskemo cBecTu Ha 0GIUK
y = —%, U [a yBeIeMO CMeHy z = ¥ + Y, ofakie nobujamo jemmaumny 2z’ —1 = —Zt kojy name

penraBaMO IIO3HATUM MeETOdaMa.




