
MATEMATIKA 3
• Diferencijalne jednaqine •

1. qas: Diferencijalne jednaqine prvog reda

Opxte i singularno rexeǌe

U nastavku �e nam y = y(x) predstavǉati realnu funkciju realne promenǉive x, i ǌene izvode
(do n-tog reda) �emo standadno oznaqavati: y′ = y′(x), y′′ = y′′(x),..., y(n) = y(n)(x).

Jednaqinu oblika F (x, y, y′, ..., y(n)) = 0 nazivamo diferencijalnom jednaqinom n-tog reda, a
ǌeno opxte rexeǌe tra�imo u obliku φ(x, y, C1, ..., Cn) = 0, gde su C1, ..., Cn neke realne konstante.
Za konkretne vrednosti tih konstanti dobijamo neko od partikularnih rexeǌa date jednaqine.
Ukoliko imamo rexeǌe diferencijalne jednaqine koje se ne mo�e dobiti iz opxteg rexeǌa ni
za jedan izbor konstanti C1, ..., Cn, tada takvo rexeǌe nazivamo singularnim.

Za n = 1 imamo diferencijalnu jednaqinu prvog reda F (x, y, y′) = 0 i ǌeno rexeǌe u obliku
φ(x, y, C) = 0. Nekad je mogu�e (i zgodno) da se diferecnijalna jednaqina napixe u obliku
y′ = f(x, y), kao i ǌeno rexeǌe u eksplicitnom obliku y = ψ(x,C).

Primer: Opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine prvog reda y′ = 0 je dato sa y = C, C =
const. Neka partikularna rexeǌa te jednaqine su y = 1, y =

√
2, y = e itd.

Opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′ = 2 je y = 5x+ C, C = const, a neka partikularna
rexeǌa su y = 5x+ 1, y = 5x+ π...

1. Dokazati da je y = 2Cx+ C2 opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine (y′)2 + 4xy′ = 4y.

Rexeǌe. Poka�imo da y = 2Cx + C2 zaista zadovoǉava datu diferencijalnu jednaqinu: Kako
je y′ = 2C, to va�i

(y′)2 + 4xy′ = (2C)2 + 4x(2C) = 4C2 + 8xC = 4(2Cx+ C2) = 4y.

Po definiciji, to jeste opxte rexeǌe jer sadr�i jednu konstantu i zadovoǉava samu jednaqinu.

2. Dokazati da je x2 = C(y−C), C ̸= 0, opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine x(y′)2−2yy′+4x =
0. Pokazati da su y = 2x i y = −2x singularna rexeǌa te jednaqine.

Rexeǌe. Iz x2 = C(y − C) i C ̸= 0 dobijamo da je y = x2

C + C, odakle je y′ = 2x
C , pa zamenom y i

y′ u datu jednaqinu dobijamo da va�i

x(y′)2 − 2yy′ + 4x = x

(
2x

C

)2

− 2

(
x2

C
+ C

)
2x

C
+ 4x

=
4x3

C2
− 4x3

C2
− 4x+ 4x = 0,

te je sa x2 = C(y − C) zaista dato opxte rexeǌe date diferencijalne jednaqine.



Daǉe, ako je y = 2x, tada va�i y′ = 2, pa je ispuǌeno

x(y′)2 − 2yy′ + 4x = x(2)2 − 2 · 2x · 2 + 4x = 0,

odnosno i y = 2x je rexeǌe date diferencijalne jednaqine, me�utim ono je singularno. Naime,
ne postoji vrednost konstante C, tako da je x2

C + C = 2x, jer se radi o polinomima razliqitog
stepena. Analogno se rezonuje i za y = −2x.

Koriste�i zapis izvoda preko diferencijala, y′ = dy
dx , diferencijalna jednaqina prvog reda

F (x, y, y′) = 0 se nekad mo�e zapisati i u obliku

P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0.

3. Dokazati da je lnx · ln y = C opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y ln y dx + x lnx dy = 0,
i odrediti partikularno rexeǌe za koje va�i y(e) = e.

Rexeǌe. Vidimo da je

y ln y dx+ x lnxdy = xy

(
1

x
ln y dx+

1

y
lnxdy

)
= xy d(lnx · ln y),

pa zakǉuqujemo da va�i d(lnx · ln y) = 0, odakle sledi da je lnx · ln y = C zaista opxte rexeǌe
date jednaqine.

Ako zamenimo uslov y(e) = e, odnosno x = e i y = e u datu jednaqinu, dobi�emo da je ispuǌeno
ln e · ln e = c, odnosno C = 1. Dakle, tra�eno partikularno rexeǌe je lnx · ln y = 1.

Jednaqine sa razdvojenim promenǉivim

Diferencijalnu jednaqinu y′ = f(x)g(y) ⇔ dy
g(y) = f(x) dx, g(y) ̸= 0, nazivamo jednaqinom sa

razdvojenim promenǉivim. Rexavamo je tako xto integralimo obe strane posledǌe jednakosti:∫
dy

g(y)
=

∫
f(x) dx ⇒ · · · ⇒ G(y) + C1 = F (x) + C2,

odnosno opxte rexeǌe je dato u obliku G(y)− F (x) = C, gde je C = C1 − C2 = const, i gde su G i
F primitivne funkcije funkcija g i f , redom.

4. Rexiti diferencijalnu jednaqinu (1 + ex)yy′ = ex.

Rexeǌe. Razdvajaǌem promeǌǉivih u jednaqini (1 + ex)y dy
dx = ex dobijamo jednaqinu

y dy =
ex

1 + ex
dx.

Ako integralimo levu i desnu stranu dobi�emo

y2

2
=

∫
y dy =

∫
ex

1 + ex
dx =

⌈
t = 1 + ex

dt = ex dx

⌋
=

∫
dt

t
= ln |t|+ C = ln(1 + ex) + C,

pa direktno dobijamo da je opxte rexeǌe date diferencijalne jednaqine y2 = 2 ln(1 + ex) + C1,
gde je C1 = 2C.
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5. Odrediti partikularno rexeǌe diferencijalne jednaqine 2y′ = cos(x − y) − cos(x + y) koje
zadovoǉava uslov y(0) = π

2 .

Rexeǌe. Odredimo najpre opxte rexeǌe: Koriste�i poznati trigonometrijski identitet za
razliku kosinusa dobijamo da va�i

dy

dx
=

cos(x− y)− cos(x+ y)

2
=

−2 sin x−y+x+y
2 sin x−y−x−y

2

2
= sinx sin y,

odakle, razdvajaǌem promenǉivih dobijamo jednaqinu

dy

sin y
= sinxdx.

Integraǉeǌem obe strane imamo da va�i

− cosx+ C =

∫
sinxdx =

∫
dy

sin y
=
⌈
t = tg y

2

⌋
=

∫ 2 dt
1+t2

2t
1+t2

=

∫
dt

t
= ln |t|,

odnosno opxte rexeǌe glasi:

(1) cosx+ ln
∣∣∣tg y

2

∣∣∣ = C.

Zamenom x = 0, y = π
2 u (1), dobijamo da je C = cos 0 + ln | tg π

4 | = 1, te je tra�eno partikularno
rexeǌe: cosx+ ln | tg y

2 | = 1.

Homogene diferencijalne jednaqine

Jednaqinu oblika y′ = f
(
y
x

)
nazivamo homogenom diferencijalnom jednaqinom prvog reda. Takvu

jednaqinu rexavamo smenom z = y
x , odakle je y = zx, odnosno y′ = z′x+ z.

6. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′ = e
y
x + y

x + 1.

Rexeǌe. Ako uvedemo smenu z = y
x , odakle je y = zx i y′ = z′x + z, dobijamo da je data

diferencijalna jednaqina ekvivalentna jednaqini z′x + �z = ez + �z + 1, odnosno dz
dx · x = ez + 1.

Nakon razdvajaǌa promenǉivih i integraǉeǌa imamo

ln |x| =
∫

dx

x
=

∫
dz

ez + 1
=

⌈
t = ez
dt
t = dz

⌋
=

∫
dt

t(t+ 1)
=

∫ (
1

t
− 1

t+ 1

)
dt = ln |t| − ln |t+ 1|+ C,

odakle je

C = ln |x|+ ln |t+ 1| − ln |t| = ln

∣∣∣∣x(t+ 1)

t

∣∣∣∣ = ln

∣∣∣∣x(e y
x + 1)

e
y
x

∣∣∣∣ ,
odakle je opxte rexeǌe C1e

y
x = x

(
e

y
x + 1

)
, gde je C1 = eC .

7. Odrediti partikularno rexeǌe diferencijalne jednaqine (xy′ − y) arctg y
x = x koje zadovo-

ǉava uslov y(1) = 0.
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Rexeǌe. Na�imo prvo opxte rexeǌe date diferencijalne jednaqine. Ako podelimo obe strane
sa x dobi�emo narednu homogenu diferencijalnu jednaqinu:(

y′ − y

x

)
arctg

y

x
= 1.

Ako uvedemo smenu z = y
x , odakle je y′ = z′x+z, dobi�emo jednaqinu z′x arctg z = 1, pa razdvajaǌem

promenǉivih dobijamo
∫
arctg z dz =

∫
dx
x = ln |x| + C. Primenom parcijalne integracije, za

u = arctg z i dv = dz, odnosno du = dz
z2+1 i v = z, dobijamo:∫

arctg z dz = z arctg z −
∫

z dz

z2 + 1
=

⌈
t = z2 + 1
dt = 2z dz

⌋
= z arctg z − 1

2

∫
dt

t
= z arctg z − 1

2
ln |t|

=
y

x
arctg

y

x
− 1

2
ln

(
1 +

y2

x2

)
=
y

x
arctg

y

x
− 1

2

(
ln(x2 + y2)− 2 ln |x|

)
=
y

x
arctg

y

x
− 1

2

(
ln(x2 + y2)

)
+ ln |x|,

odakle dobijamo da je opxte rexeǌe date jednaqine

(2)
y

x
arctg

y

x
− 1

2

(
ln(x2 + y2)

)
= C.

Ako zamenimo x = 1 i y = 0 u (2), dobi�emo C = 0 · arctg 0 − 1
2 (ln(0

2 + 12)) = 0, te je tra�eno
partikularno rexeǌe y

x arctg y
x = 1

2

(
ln(x2 + y2)

)
.

8. Odgovaraju�om smenom svesti jednaqinu y′ = x+y−3
x−y−1 na homogenu, a zatim je rexiti.

Rexeǌe. Ukoliko ne bismo imali −3 i −1 u brojiocu, odnosno imeniocu, tada bismo jed-
nostavno dobili homogen oblik date jednaqine. Primeni�emo jedan trik tako da izgubimo te
brojeve. Uvedimo smenu x = x1 + α, y = y1 + β za pogodno izabrane α i β:

dy1
dx1

=
dy

dx
=
x1 + α+ y1 + β − 3

x1 + α− y1 − β − 1
=
x1 + y1 + α+ β − 3

x1 − y1 + α− β − 1
.

Motivacija nam je da izaberemo α i β tako da va�i α+ β = 3 i α− β = 1. Jednostavno dobijamo
da je α = 2 i β = 1. Sada rexavamo jednaqinu

dy1
dx1

=
x1 + y1
x1 − y1

=
1 + y1

x1

1− y1

x1

z=
y1
x1⇔ z′x1 + z =

1 + z

1− z
,

odakle je
dz

dx1
x1 =

1 + z

1− z
− z =

1 + z − z + z2

1− z
=
z2 + 1

1− z
,

pa razdvajaǌem promenǉivih dobijamo

dx1
x1

=
(1− z) dz

z2 + 1

⇒
∫

dx1
x1

=

∫
(1− z) dz

z2 + 1
=

∫
dz

z2 + 1
− z dz

z2 + 1
= arctg z − 1

2
ln(z2 + 1),
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odnosno vra�aǌem smena x1 = x− 2 i z = y−1
x−2 :

ln |x− 2|+ C = arctg
y − 1

x− 2
− 1

2
ln

((
y − 1

x− 2

)2

+ 1

)
.

Nakon malo sre�ivaǌa dobijamo opxte rexeǌe u obliku

2 arctg
y − 1

x− 2
= ln

(
(x− 2)2 + (y − 1)2

)
+ C.

Napomena: Ideja iz proxlog zadatka ne mora uvek da ,,upali” jer mo�e da se desi da ne
postoje tra�eni α i β, odnosno sistem koji se dobije nema rexeǌa. Tada se zadatak mo�e
rexiti preko odgovaraju�e smene z = z(x, y):

Primer: Diferencijalnu jednaqinu (x+y+1) dx+(2x+2y−1) dy = 0 mo�emo svesti na oblik
y′ = − x+y+1

2(x+y)−1 , i da uvedemo smenu z = x+ y, odakle dobijamo jednaqinu z′ − 1 = − z+1
2z−1 , koju daǉe

rexavamo poznatim metodama.
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