MATEMATWUEKA 3

o JludepeHnujanue jeqHaunHe o

2. vac: Hexkn TtunoBmu mudepeHnujasHuX jeqHauywHA IPBOT pena

JluseapHa mudepeHnujaiHa jeHAUNHA IPBOT pena
Jenna on HajOCHOBHMjUX AU(EpPEHIMjAJTHUX jeqHAUMHA KOjy NieMo paszmarparu je obJanka

(1) Y +p(e)y = q(z).

IIpernmocrasumo ma je P(x) ¢ymrmuja taksa ma Basku P'(z) = p(z). Axo momuOMuMO 06e cTpane
jemmaunue (1) ca e”’®) umahemo

eP(m)y/ + GP(‘T)P/(LL')y _ q(x)ep(a:),

OJHOCHO )
(ep (m)y) = q(x)e”™),
OJaKJIe UMaMoO na je

eP@y — /q(w)ep(’”) dz + C,

OOHOCHO

y=e @ (C + /q(:r:)ep(’”) dx).
Axo y3memo ma je P(z) = [ p(z)dz, nobuliemo na je pememe mocMarpase jeiHadunHe 0OIUKA

y(z) =e” S p()de <C’ + /q(x)efp(‘"”) dz dx>.

Ila sgu 6u ce pesyirar pa3iMKOBAO 3a HEKU Apyru uzbop ¢yuruuje P(z)?
1. Pemmru mudepentujanny jemnauvay y' + g _ 3z.
x

1
Pewewe. Y osom mpumepy je p(z) = — u q(z) = 3z. Ipumenyjyhu dopmyny kojy cMmo m3senu 3a
x

OIIITE penielne JuHeapHe MudepeHnrjaiHe jeJHaUYNHe IPBOT pelna, Jo0ujamo:

y(z)=e [ xde (C’ + /3$€f 3 de da:> — ¢~ Inlz| (C’ + 3/x€1n\r| dx)

3
1(C+3fz2dx)—l<c+3'x3) :%”2, >0,

1 x x
= — C+3/m|x|dx =
Ed 3

—;(C—foQda:)z—glc<C—3-z3) z—%—i—ﬁ, z < 0.



C
Bumvo na, momro je C' mMpou3BoJ/bHA KOHCTAHTA, Ja je OIIITe pememe obauka y(r) = — +x2, HezaBucHO
x

O 3HAKAa T KO aIlCOJIyTHE BpemHOCTU, Te hemo yOymyhe y oBakBuUM ciydyajeBUMa PaIUTA CAMO KaoO
Ia je Ty y IATamy 3HAK ILYC.

2. Pewemwe: OBo pememe he KOPUCTUTH HEIITO ONIMTH]Y METOLy, MeTony Heompebenux ¢yHrmmja.
Uneja metozme je ma Tpaskumo HenosHary ¢GyHrmujy y(x) y obauky u(x)v(z), rme ¢y u u v TOTOIHO
nzabpane pymrunmje. 3a moderak, 3amenoM y' = u'v + wv’ y jemmaumny mobujamo ma Baku

!/ !/ 1 !/ !/ 1
(2) vot+w' + —uw =3z & uvv+ (v +—-v|u=3z.
x x
ITomro Mu mmamo ciobony y 6upamy ¢yHkIUja, 3axTeBahieMo na unan y3 u Oyne jeqHak HyJIn:
dv_do dv

1 d
V4 =0 & = & / :/—x = —Infv|=Inlz| = v =|z[""
z v x v x

Y3ehemo ma je v =1/z, ma hemo 3amenom y (2) mame nobutu ma je
/1 ! 2
uv—+0-u=3r & u =3z7,
x

olaKjIe AupexkTHo mobujamo ma je u = x° + C. KoHauHO, pememe HOYTETHE jeIHAYMHE je

1 c
y(z) = u(@)v(z) = (2° + O)~ =a” + —.
€T x
([
2. Pemwutu mudepennujanay jegaaduny i = vy
lny+a—1
Pewewe.  Jacuo je ma oBa jenHauMHA HUje JIMHEapHA KaJ je IOCMaTpPaMO Kao jeIHAYMHY IO (yHKIUjU
y = y(z). Vnak, umamo
d dr Iny+z-—1 1 Iny—1
9 __ vy L, @_nyrr-- Z'(y) — —x =42
dz Iny+z-1 dy y y Y

OIHOCHO JaTa jeJHAUMHA je JIMHeapHa YKOJMKO je mocMarpaMo kao jemHauuny no x = z(y). Cana je:

Iny—1 11 Iny—1 1
y<cny+/.dy>y(cny)0ylny.
Y vy Y Y

sin” x
P

3. OmpenuTu mapTUKYJIAPHO pEIIeHme NU(EpPEHIUjaTHE jemHaduHe y' sinx — ycosx = — 3a Koje

BaKy rpaHudHn ycuaos lim y(z) = 0.
Tr—0o0



Pewewe. Hajupe, nememeM jenHaumHe ca sinx nobumjaMo nuHeapHy IU(PEPEHNUjaTHY jeTHAUNHY:

, cosT sin x
Y -y =5
sin x T
TTomTo je
Ccos T d(sin x . L
(— - )dxz— ¥:—1n|s1nx|:1n|smx| L
sin x sin

TO MMaMO [1a j€ OIIITE peIIeHe:

. 3 . _ _ . 1
y(q;):elnlsmxl C+/ _sinw eln | sina| ld.%‘ — ding C—l—/ s . da
z? x2 sinx
' —1 : 1 . sin
zsmx<C’—|—/2dx> zsmx(0+> =Csinx + .
X €T T

AKO HCKOPHCTHMO cala OaTU ycJaoB, umahemo:

0
0= lim y(z) = lim | Csinz + 22 ,
T—00 T—r00 x

I1a KaKo Sin T He KOHBEPrupa 3a T — 00, jacHo je ma mopa outu C = 0. Ilakie, TpaskeHO IapTUKYJIaPHO
. sinx
pememe je y(z) = . ]
T

BepuynujeBa mudepeHmujagHa je tHAUMHA

Pasmarpahemo mupepennujanny jenmaunny cieneher tuna:

(e}

y' + )y = q(x)y”,
rae je o € R\{0,1}. Bumumo na ce y cayuajy ma je & = 0 mim o = 1 pagm o IuHEAPHOT AU(EPEHIN]aTHO]

jeqHAYMHU OPBOT pela, T€ HAM CTOTa TU CJIyYajeBU HUCY MHTEPECAHTHU.
Camy jemmaumny hemo pemaBaTy Tako IITO HAjuIpe yBemaeMo cMeHy z = yl~%. Bumumo ma je tama

2= (- )y,

OJaKIe je

y + p(@)y = q(a)y” / -y

=1 —-a)y Y + (1 —a)p)y ™ = (1 —a)q(z)
&2 4+ (1 - a)p(x)z = (1 — a)g(z),

OMHOCHO CBeJU CMO ATy Au(epeHNUjaHy je JHAUUHY Ha JIMHeapHY MU(EepeHNUjaHy je IHAUUHY IPBOT
pena Kojy 3HaMO Oa PENINMO.

4. Pemuru mudepennujanny jemuaunny xy +y =y Inz.

Pewewe. HaxoH nemema jenHadyusHe ca T TOOUjaMO je THAUMHY:

, 1 Inz ,
Y+ -y= Yy,
x x

3



1 Inx

onHocHO mmaMo LepuyiujeBy jemHaunny kox koje je p(z) = —, ¢(z) = — u a = 2. YBemhemo cmeny
x x
z = y'72 = y~! monm ycmoBom ma je y # 0. Omarme je y = 2z~ !, ommocuo y' = —z~22'. 3amenom y
jemHAYMHY M00OUjaMo:
1 Inx
—27% 4 — = =272,
x x

HakoH IITO MOMHOKUMO jemHAUMHY ca —z2, nobuhemo juHeapHy jemmaumuy mo z = z(x):

, 1 Inx
72— —z=——
x x

Heno pememe je cana mo ¢popMmynan jegHOCTABHO

z(x)zefidx(C—/h;xe_f;dxdx> :J:<C—/lnxdx>
:x<C+lnx—/12dx>:x(C+lnm+1>:Cx+lnx+l,
x T x x

OJaKie je
1

y(@) = Cr+lnzx+1

IIpumernmo na je y = 0 pememe nare gupepeHIUjalHe jeJHAYNHE, U TO CUHIYJIAPHO PeUIee.

2. Pewewe. 3anmartak ce Moxke pemutyu u MeronoMm Heoxpebenux ¢ymruuja: Aro je y(z) = u(z)v(z),
Taga UMaMoO [a je je JTHAUMHA €KBUBAJIEHTHA Ca

1 Inz 1 Inz
wo+u + —uww = —u? o o+ [ v+ Zo Ju= w0l
x x x x

Ako 3axTeBamo ma je v’ + 2 =0, ¥Ka0 m y 2. pememy HOPBOT 3aJaTKa KOJ JUHEAPHUX MA(epeHIN]aTHIX
jemHaumHa, MOkeMo ysertu na je v = 1/x. Omarme nobujamo

1, Iz, 1 du lnac / /lnx
U= = & — = — —dux.
x x 2 u2
Kao u y nmpsoM pememy nmamo na je
Inz lnaﬁ du 1
- _ / — = —— 4+ 07
u U
oaKJe OUPEKTHO mobujamMo ma je
T
u(r) = ——-—
(z) Cr+lnz+1’
a caMuM TUM U
1
vw) =ulele) = o v 1

5. Pemmru mudepenmujanmy jemaauuny y' + 2zy = 223y3



Peweme. Y oBom cayuajy mmamo ma je p(z) = 2x u q(z) = 22°, u a = 3. YBobemem cmene

z=y'3 =y72 3ay+£0, nobujamo ma je y =z~ /2, ommocro y' = —127%/22', omakine je name

N
wleo

1
—iz_%z’ + 22277 = 2232

3
2

MuoxkemeM jenHaumue ca —222, qobujaMo JrHeapHY OU(EPEHIU]ATHY jeTHAYNHY

2 —dxz = —423,

yuje je peleme
2(z) = e 47 d® (C' + / (—4z®)e~ [ 4wdz dx) = (C’ + / 432" da:)

_ t = —2z° _ 227 1 t _ 227 Loy t
_{dtélxdzJ_e (C—Q/tedt)—e C—g(te—e)

1 1
— 20 (C’ — 56_2$2(—2$2 — 1)) =Ce?” 422 + 3

JluperTHO clenu Oa je OIINTE PEHIeHne [OYETHE jeNHAUNHE DATO Ca

1
y2 (z) = 1
Ce2s® 4 2 + 3
IIpumernmo jom ma je y = 0 cCMHryJIapHO penieme naTe jeqHadnHe. ]
6. Pemuru mudepernujanny jemmauuny y'x’siny + 2y = xy’.
Pewewe. Hajupe, BuauMo na je maTa jeIHAYWHA €KBUBAJIEHTHA Ca
y'(2°siny — x) = ~2y,
OaKJIe je
2y
/
T)=——7,
v (@) r —x3siny
OJIHOCHO, 3a ¥y # 0,
3 . .
, T —z’siny , 1 siny 4
x = & - —r=- -z,
() o 5 5
mro je Beprymujesa jemnaunna 3a o = 3. Hakon yBobema cmene z = 213 = 272, onakie je . = 2~ /2
u 2’ = —3273/22' no6ujamo
sy L S g o, 1 Siny
2 2y 2y Y Y

Ilocnenma nuaeapHa muepeHnUjaIHa jeAHAUYMHA CE CaAa jeJHOCTABHO DEIIaBa:

z(y)e—fédy<c+/512yefidydy) ;<C+/Slzy ~ydy)

1 1
= <C+/Sinydy> = —(C — cosy),
Yy Y




OJlaKJIe je OIIITe PeHIeHhe MOYETHE jeTHAUNHE

JemmaumHa ca ToTaNMHUM mUdEpPEHIjaTIOM

Jennaunny obGiuka
(3) P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0

Ha3UBaMO jeJHAUMHOM Ca TOTAJHUM AU(EPEHNUjaJIoM YKOJIUKO je UCIYH.€H yCJIOB P; = Q. Uneja je
na oxpemumo ¢yuruujy u = u(z,y) taxsy ma je du = Pdz + Q dy, omnocuo

(4) uy, do + uy, dy = Pdx + Qdy,

jep 6u tama (3) Omio exkBuBasieHTHO ca du = 0, omakie Ou omTe pemleme HaTe MUPEPEHIN]ATHE
jemnaunne 6uno onpebeno ca u(z,y) = C.

Bummvo na he (4) 6uru ucnymeno yromuko Baxu uw,(z,y) = P(x,y) n uy(z,y) = Q(z,y). Bummvo
a U3 IPBE Ol TUX Be3a CJIENN Ia je

(5) umw:/P@mM+aw

rae je C(y) ¢dyHEUMja 0O HIPOMEHJBUBO] Y, KOjy [ieMO oIpenuTu U3 yciaoBa u; =Q:

d

([ Peaas o) = Q)
@(%/P(w,y)dwrc’(y) =Q(z,y)
&C'(y) = Qx,y) — (%/P(w,y) dz,

na hemo yseru na je
0
Cly) =/ [Q(w,y) - a—y/P(m,y) dx] dy.
SamenoM y (5) mobujaMo KOHAYHO Ha je

(©) wa) = [ Paac+ [ |Q@ - 5 [ Pley)as] an

Morau cMO ma paguMo U APYTHAM penocienoM (IPBO MCKOPUCTUMO na je u,, = (), ma 6ucMmo Tana 3a

y
0
$ysrnujy u nobmm na je u= [Qdy+ [ [P ~ % dey} dz.
x
7. Pemuru mupepennujanny jemmaunny (3x2 + 6xy?) dr + (62%y + 4y°)dy = 0.

Pewewe. Y oBoMm 3amatky je P(z,y) = 3z% + 6zy? u Q = 622y + 4y3. Ilomro je
/ Y,
Py - ].2.’['y - Q:m
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TO je OBO jelHAUMHA Ca TOTAJHAM AU(epeHnujasoM, unje je pememe u(z,y) = C, rae je u garo ca (6).
Hajope, umamo na je

/P(x, y)dz = /(31’2 + 6zy?) dz = 2® + 32732,
OJaKIe je
u(z,y) = 2 + 32%y* + / [6x2y +4y° — (2° + 3x2y2)/y} dy
=2+ 32%y* + /4y3 dy = 2° + 32%y* + y*.
Iakne, onmTe pememe nate qupepeHIjaTHe jeTHAYNHE je TaTO Ca

23+ 3222 +yt = C.

. : y . T
8. Pemurn mudepeHnujatny jenHaduuey (m = y> dox = (:r + 362—4—?42 — ey) dy.
Pewewe.  Ilary jenHaumHy MOYKEMO 3alUCATU Y €KBUBAJEHTHOM OOJIUKY
Y x
—— —yl|dr—|(xz+———= —¢eY|dy=0.
<$2+y2 y) ( ety > /
AKOjeP(xy):L—yMQ(xy):—x— T e Tama u3
’ 2 +y2 ’ 22 +y2 ’
2 2 _ 9,2 2_ .2
Plag =StV -2 | 2y
Yy (22 + 42)2 (22 + )2
OJTHOCHO
O (ey) X 22 + 42 — 222 . y? — 22
. aj’ = - _——— I — _——m———
2\ Y (22 + 42)? (22 + 42)2
OUPEKTHO CJeIU na je P?; = Q",, OIHOCHO paaM Ce O jeAHAYMHU C& TOTAJHUM mudepeHnrjasoM. Basku
/P(w ) da /< i >d L arctg 2 tg 2
= — x =9y - —arctg — — xy = arctg — — xy.
Y 24y Yy ;/y gy Y gy Yy
Nmajyhu y Buny na je
0 x ! x y? —x
— P(z,y)dz | = | arctg— — =|—-—=]- -z = -z
32/(/ (@) ) < ®y y>y ( y2> a? +y? a2 +y2
TO je
x T x
u(zx,y) :arctgg —xy—f—/ [—x— W —ey+m+x dy
x T
= arctg — —xy—|—/eydy = arctg — — xy + €Y,
Y Y
. T
Te je, KOHAUHO, OIIITE pememe narto ca arctg — — axy + e¥ = C. ]
Y



Nurerpamuonu ¢axTop

Y cayuajeBuMa Kada MMaMO jeTHAYUHY ODJIUKA

P(z,y)dz+ Q(z,y)dy = 0,

/

a IPUTOM HE BaiKW Pé = (J,, CTBap MO€ CIACHUTU TAaKO3BAaHU MHTerpanuoHu gaxkrop. To je ¢pyHEIHja

A= A(z,y) TakBa ma je jeaHaduna

Az, y) Pz, y) dz + Az, y)Q(z,y) dy = 0
jemHaumHa ca ToTaJdHMM mudepennujasisoMm. Jlakme, Tpeba ma omapenuMo Ty (QYHKIU]Y A K3 yCJIOBa
(AP), = (AQ),. Taj sanarax muje yBek jemmocTtasam, amu he y 3azamuma obuunO OuTw jemna on
curyarmuja rae je A = A(z) unmu A = A(y).
9. 3a mudepeHnujaIHy jeIHAYNHY
(xsiny +ycosy)da + (zcosy —ysiny)dy =0

OIPEOUTY MHTErPALUOHK (HAKTOD Obsuka A(Z), a 3aTUM DEMIUTH jeAHAYUNHY.

Pewewe.  Uuarerpammonu daxrop onpebhyjemo u3

(A(@)(zsiny +ycosy)), = (A(z)(zcosy — ysiny)).,

OJaKIe je
Ax)(zcosy + cosy — ysiny) = N (z)(zcosy — ysiny) + \(z) cos y,
OZIHOCHO
Mz)(zcosy — ysiny) = N (z)(xcosy — ysiny).
Cana u3

dA dA
—Z =)= L=dz/) = hmr=2
dx A

nobujamo na je A(xz) = e*. Cama Kax cMO OAPEIUIN MHTEIPALUOHN (PAKTOD, PEMIABAMO HOBU IPOOJIEM:

e”(zsiny + ycosy) de + e*(xcosy — ysiny)dy = 0,

mTO je cama jeNHAUMHA Ca TOTAJHUM madepenuujaioM, y3 P(x,y) = e*(zsiny + ycosy) n Q(z,y) =
e*(xcosy — ysiny). Baxu

/P(a:,y) dr = /ex(xsiny+ycosy) dz = siny/a:e”” dx —i—ycosy/e“’ dzx
= siny(ze® —e®) +ycosye® = ((x — 1) siny + y cosy)e”.
Hame je
. N . T _ : T
(((z —1)siny +ycosy)e”), = ((x — 1) cosy + cosy — ysiny)e” = (zcosy — ysiny)e”,
oIaKJe ce jeQHOCTaBHO Nobuja na je omcre pemewse u(z,y) = C, rue je

u(z,y) = ((x — 1) siny + y cosy)e”.



10. 3a mudpepeHIUjaTHy jeTHATnHY

2zy Iny dx + (x2 +y3Vy? + 1) dy =0

OPENUTY MHTErPAnOHU GakrTop 06mmka A(y), a 3aTUM DEMUTH j€THAYUHY.

Pewewe.  Uuarerpanmmonu ¢paxrop hemo onpebmBaru mu3 yciosa
i
2eylny - M), = (@ + 1 VP +1) - Aw) |

OOHOCHO

2z(Iny + DA(y) + zylny)N (y) = 22\ (y)
& 2rlny - AMy) + 2xylny - N (y) = 0,
omarJIe mooujamo
Ay dA dy
Ny = -2 ~ Z—/f=>1n|y| = —In|yl,
Yy Y

. 1 . .
na hemo yzeru na je A\(y) = —. MuoskemeM moueTHe jequauuue HOOUjeHUM MHTErPDANUOHUM (PAKTOPOM,

nobujaMo jeoHAYMHY Ca TOTAJHUM AU(EPEHIN]aTOM:

2
2¢zInydx + <x +y\/y2+1> dy =0
Y
IlomTo je
/P(x,y)dx = /lenydx =z21ny,
TO je pememe mate jemmauune u(z,y) = C, rme je
22
u(z,y) = 2 1ny+/ 5 vV - hly);] dy

1
:m21ny—|—/y\/y2 +1dy =2’lny + g(y2—|—1)3/2.




