
MATEMATIKA 3
• Diferencijalne jednaqine •

2. qas: Neki tipovi diferencijalnih jednaqina prvog reda

Linearna diferencijalna jednaqina prvog reda

Jedna od najosnovnijih diferencijalnih jednaqina koju �emo razmatrati je oblika

(1) y′ + p(x)y = q(x).

Pretpostavimo da je P (x) funkcija takva da va�i P ′(x) = p(x). Ako pomno�imo obe strane
jednaqine (1) sa eP (x) ima�emo

eP (x)y′ + eP (x)P ′(x)y = q(x)eP (x),

odnosno (
eP (x)y

)′
= q(x)eP (x),

odakle imamo da je

eP (x)y =

∫
q(x)eP (x) dx+ C,

odnosno

y = e−P (x)

(
C +

∫
q(x)eP (x) dx

)
.

Ako uzmemo da je P (x) =
∫
p(x) dx, dobi�emo da je rexeǌe posmatrane jednaqine oblika

y(x) = e−
∫
p(x) dx

(
C +

∫
q(x)e

∫
p(x) dx dx

)
.

Da li bi se rezultat razlikovao za neki drugi izbor funkcije P (x)?

1. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′ +
y

x
= 3x.

Rexeǌe. U ovom primeru je p(x) =
1

x
i q(x) = 3x. Primeǌuju�i formulu koju smo izveli za

opxte rexeǌe linearne diferencijalne jednaqine prvog reda, dobijamo:

y(x) = e−
∫

1
x dx

(
C +

∫
3xe

∫
1
x dx dx

)
= e− ln |x|

(
C + 3

∫
xeln |x| dx

)

=
1

|x|

(
C + 3

∫
x|x|dx

)
=


1

x

(
C + 3

∫
x2 dx

)
=

1

x

(
C + 3 · x

3

3

)
=

C

x
+ x2, x > 0,

− 1

x

(
C − 3

∫
x2 dx

)
= − 1

x

(
C − 3 · x

3

3

)
= −C

x
+ x2, x < 0.



Vidimo da, poxto je C proizvoǉna konstanta, da je opxte rexeǌe oblika y(x) =
C

x
+x2, nezavisno

od znaka x kod apsolutne vrednosti, te �emo ubudu�e u ovakvim sluqajevima raditi samo kao
da je tu u pitaǌu znak plus.

2. Rexeǌe: Ovo rexeǌe �e koristiti nexto opxtiju metodu, metodu neodre�enih funkcija.
Ideja metode je da tra�imo nepoznatu funkciju y(x) u obliku u(x)v(x), gde su u i v pogodno
izabrane funkcije. Za poqetak, zamenom y′ = u′v + uv′ u jednaqinu dobijamo da va�i

(2) u′v + uv′ +
1

x
uv = 3x ⇔ u′v +

(
v′ +

1

x
v

)
u = 3x.

Poxto mi imamo slobodu u biraǌu funkcija, zahteva�emo da qlan uz u bude jednak nuli:

v′ +
1

x
v = 0 ⇔ − dv

v
=

dx

x
⇔

∫
− dv

v
=

∫
dx

x
⇒ − ln |v| = ln |x| ⇒ |v| = |x|−1.

Uze�emo da je v = 1/x, pa �emo zamenom u (2) daǉe dobiti da je

u′ 1

x
+ 0 · u = 3x ⇔ u′ = 3x2,

odakle direktno dobijamo da je u = x3 + C. Konaqno, rexeǌe poqtetne jednaqine je

y(x) = u(x)v(x) = (x3 + C)
1

x
= x2 +

C

x
.

2. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′ =
y

ln y + x− 1
.

Rexeǌe. Jasno je da ova jednaqina nije linearna kad je posmatramo kao jednaqinu po funkciji
y = y(x). Ipak, imamo

dy

dx
=

y

ln y + x− 1
⇒ dx

dy
=

ln y + x− 1

y
⇔ x′(y)− 1

y
x =

ln y − 1

y
,

odnosno data jednaqina je linearna ukoliko je posmatramo kao jednaqinu po x = x(y). Sada je:

x(y) = e
∫

1
y dy

(
C +

∫
ln y − 1

y
e−

∫
1
y dy dy

)
= y

(
C +

∫
ln y − 1

y2
dy

)
= y

(
C − ln y − 1

y
+

∫
1

y
· 1
y
dy

)
= y

(
C − ln y − 1

y
− 1

y

)
= Cy − ln y.

3. Odrediti partikularno rexeǌe diferencijalne jednaqine y′ sinx − y cosx = − sin2 x

x2
za koje

va�i graniqni uslov lim
x→∞

y(x) = 0.
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Rexeǌe. Najpre, deǉeǌem jednaqine sa sinx dobijamo linearnu diferencijalnu jednaqinu:

y′ − y
cosx

sinx
= − sinx

x2
.

Poxto je ∫ (
−cosx

sinx

)
dx = −

∫
d(sinx)

sinx
= − ln | sinx| = ln | sinx|−1,

to imamo da je opxte rexeǌe:

y(x) = eln | sin x|
(
C +

∫ (
− sinx

x2

)
eln | sin x|−1

dx

)
= sinx

(
C +

∫
− sinx

x2
· 1

sinx
dx

)
= sinx

(
C +

∫
−1

x2
dx

)
= sinx

(
C +

1

x

)
= C sinx+

sinx

x
.

Ako iskoristimo sada dati uslov, ima�emo:

0 = lim
x→∞

y(x) = lim
x→∞

C sinx+
�

�
��

0
sinx

x

,

pa kako sinx ne konvergira za x → ∞, jasno je da mora biti C = 0. Dakle, tra�eno partikularno

rexeǌe je y(x) =
sinx

x
.

Bernulijeva diferencijalna jednaqina

Razmatra�emo diferencijalnu jednaqinu slede�eg tipa:

y′ + p(x)y = q(x)yα,

gde je α ∈ R\{0, 1}. Vidimo da se u sluqaju da je α = 0 ili α = 1 radi o linearnog diferencijalnoj
jednaqini prvog reda, te nam stoga ti sluqajevi nisu interesantni.

Samu jednaqinu �emo rexavati tako xto najpre uvedemo smenu z = y1−α. Vidimo da je tada

z′ = (1− α)y−αy′,

odakle je

y′ + p(x)y = q(x)yα
/

·(1− α)y−α

⇒(1− α)y−αy′ + (1− α)p(x)y1−α = (1− α)q(x)

⇔z′ + (1− α)p(x)z = (1− α)q(x),

odnosno sveli smo datu diferencijalnu jednaqinu na linearnu diferencijalnu jednaqinu prvog
reda koju znamo da reximo.

4. Rexiti diferencijalnu jednaqinu xy′ + y = y2 lnx.

Rexeǌe. Nakon deǉeǌa jednaqine sa x dobijamo jednaqinu:

y′ +
1

x
y =

lnx

x
y2,
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odnosno imamo Bernulijevu jednaqinu kod koje je p(x) =
1

x
, q(x) =

lnx

x
i α = 2. Uvex�emo smenu

z = y1−2 = y−1, pod uslovom da je y ̸= 0. Odatle je y = z−1, odnosno y′ = −z−2z′. Zamenom u
jednaqinu dobijamo:

−z−2z′ +
1

x
z−1 =

lnx

x
z−2.

Nakon xto pomno�imo jednaqinu sa −z2, dobi�emo linearnu jednaqinu po z = z(x):

z′ − 1

x
z = − lnx

x
.

ǋeno rexeǌe je sada po formuli jednostavno

z(x) = e
∫

1
x dx

(
C −

∫
lnx

x
e−

∫
1
x dx dx

)
= x

(
C −

∫
lnx

x2
dx

)
= x

(
C +

lnx

x
−
∫

1

x2
dx

)
= x

(
C +

lnx

x
+

1

x

)
= Cx+ lnx+ 1,

odakle je

y(x) =
1

Cx+ lnx+ 1
.

Primetimo da je y = 0 rexeǌe date diferencijalne jednaqine, i to singularno rexeǌe.

2. Rexeǌe. Zadatak se mo�e rexiti i metodom neodre�enih funkcija: Ako je y(x) = u(x)v(x),
tada imamo da je jednaqina ekvivalentna sa

u′v + uv′ +
1

x
uv =

lnx

x
u2v2 ⇔ u′v +

(
v′ +

1

x
v

)
u =

lnx

x
u2v2.

Ako zahtevamo da je v′ + v
x = 0, kao i u 2. rexeǌu prvog zadatka kod linearnih diferencijalnih

jednaqina, mo�emo uzeti da je v = 1/x. Odatle dobijamo

1

x
u′ =

lnx

x
u2 · 1

x2
⇔ du

u2
=

lnx

x2
dx ⇔

∫
du

u2
=

∫
lnx

x2
dx.

Kao i u prvom rexeǌu imamo da je

− lnx

x
− 1

x
=

∫
lnx

x2
dx =

∫
du

u2
= − 1

u
+ C,

odakle direktno dobijamo da je

u(x) =
x

Cx+ lnx+ 1
,

a samim tim i

y(x) = u(x)v(x) =
1

Cx+ lnx+ 1
.

5. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′ + 2xy = 2x3y3.
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Rexeǌe. U ovom sluqaju imamo da je p(x) = 2x i q(x) = 2x3, i α = 3. Uvo�eǌem smene
z = y1−3 = y−2, za y ̸= 0, dobijamo da je y = z−1/2, odnosno y′ = − 1

2z
−3/2z′, odakle je daǉe

−1

2
z−

3
2 z′ + 2xz−

1
2 = 2x3z−

3
2 .

Mno�eǌem jednaqine sa −2z
3
2 , dobijamo linearnu diferencijalnu jednaqinu

z′ − 4xz = −4x3,

qije je rexeǌe

z(x) = e
∫
4x dx

(
C +

∫
(−4x3)e−

∫
4x dx dx

)
= e2x

2

(
C +

∫
−4x3e−2x2

dx

)
=

⌈
t = −2x2

dt = −4xdx

⌋
= e2x

2

(
C − 1

2

∫
tet dt

)
= e2x

2

(
C − 1

2
(tet − et)

)
= e2x

2

(
C − 1

2
e−2x2

(−2x2 − 1)

)
= Ce2x

2

+ x2 +
1

2
.

Direktno sledi da je opxte rexeǌe poqetne jednaqine dato sa

y2(x) =
1

Ce2x2 + x2 +
1

2

.

Primetimo jox da je y = 0 singularno rexeǌe date jednaqine.

6. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′x3 sin y + 2y = xy′.

Rexeǌe. Najpre, vidimo da je data jednaqina ekvivalentna sa

y′(x3 sin y − x) = −2y,

odakle je

y′(x) =
2y

x− x3 sin y
,

odnosno, za y ̸= 0,

x′(y) =
x− x3 sin y

2y
⇔ x′ − 1

2y
x = − sin y

2y
· x3,

xto je Bernulijeva jednaqina za α = 3. Nakon uvo�eǌa smene z = x1−3 = x−2, odakle je x = z−1/2

i x′ = − 1
2z

−3/2z′, dobijamo

−1

2
z−3/2z′ − 1

2y
z−1/2 = − sin y

2y
z−3/2 ⇒ z′ +

1

y
z =

sin y

y
.

Posledǌa linearna diferencijalna jednaqina se sada jednostavno rexava:

z(y) = e−
∫

1
y dy

(
C +

∫
sin y

y
e
∫

1
y dy dy

)
=

1

y

(
C +

∫
sin y

y
· y dy

)
=

1

y

(
C +

∫
sin y dy

)
=

1

y
(C − cos y),
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odakle je opxte rexeǌe poqetne jednaqine

x2(y) =
y

C − cos y
.

Jednaqina sa totalnim diferencijalom

Jednaqinu oblika

(3) P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0

nazivamo jednaqinom sa totalnim diferencijalom ukoliko je ispuǌen uslov P ′
y = Q′

x. Ideja je
da odredimo funkciju u = u(x, y) takvu da je du = P dx+Qdy, odnosno

(4) u′
x dx+ u′

y dy = P dx+Qdy,

jer bi tada (3) bilo ekvivalentno sa du = 0, odakle bi opxte rexeǌe date diferencijalne
jednaqine bilo odre�eno sa u(x, y) = C.

Vidimo da �e (4) biti ispuǌeno ukoliko va�i u′
x(x, y) = P (x, y) i u′

y(x, y) = Q(x, y). Vidimo
da iz prve od tih veza sledi da je

(5) u(x, y) =

∫
P (x, y) dx+ C(y),

gde je C(y) funkcija po promenǉivoj y, koju �emo odrediti iz uslova u′
y = Q:

∂

∂y

(∫
P (x, y) dx+ C(y)

)
= Q(x, y)

⇔ ∂

∂y

∫
P (x, y) dx+ C ′(y) = Q(x, y)

⇔C ′(y) = Q(x, y)− ∂

∂y

∫
P (x, y) dx,

pa �emo uzeti da je

C(y) =

∫ [
Q(x, y)− ∂

∂y

∫
P (x, y) dx

]
dy.

Zamenom u (5) dobijamo konaqno da je

(6) u(x, y) =

∫
P (x, y) dx+

∫ [
Q(x, y)− ∂

∂y

∫
P (x, y) dx

]
dy.

Mogli smo da radimo i drugim redosledom (prvo iskoristimo da je u′
y = Q), pa bismo tada za

funkciju u dobili da je u =
∫
Qdy +

∫ [
P − ∂

∂x

∫
Qdy

]
dx.

7. Rexiti diferencijalnu jednaqinu (3x2 + 6xy2) dx+ (6x2y + 4y3) dy = 0.

Rexeǌe. U ovom zadatku je P (x, y) = 3x2 + 6xy2 i Q = 6x2y + 4y3. Poxto je

P ′
y = 12xy = Q′

x,
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to je ovo jednaqina sa totalnim diferencijalom, qije je rexeǌe u(x, y) = C, gde je u dato sa (6).
Najpre, imamo da je ∫

P (x, y) dx =

∫
(3x2 + 6xy2) dx = x3 + 3x2y2,

odakle je

u(x, y) = x3 + 3x2y2 +

∫ [
6x2y + 4y3 −

(
x3 + 3x2y2

)′
y

]
dy

= x3 + 3x2y2 +

∫
4y3 dy = x3 + 3x2y2 + y4.

Dakle, opxte rexeǌe date diferencijalne jednaqine je dato sa

x3 + 3x2y2 + y4 = C.

8. Rexiti diferencijalnu jednaqinu
(

y

x2 + y2
− y

)
dx =

(
x+

x

x2 + y2
− ey

)
dy.

Rexeǌe. Datu jednaqinu mo�emo zapisati u ekvivalentnom obliku(
y

x2 + y2
− y

)
dx−

(
x+

x

x2 + y2
− ey

)
dy = 0.

Ako je P (x, y) =
y

x2 + y2
− y i Q(x, y) = −x− x

x2 + y2
+ ey, tada iz

P ′
y(x, y) =

x2 + y2 − 2y2

(x2 + y2)2
− 1 =

x2 − y2

(x2 + y2)2
− 1,

odnosno

Q′
x(x, y) = −1− x2 + y2 − 2x2

(x2 + y2)2
= −1− y2 − x2

(x2 + y2)2

direktno sledi da je P ′
y = Q′

x, odnosno radi se o jednaqini sa totalnim diferencijalom. Va�i∫
P (x, y) dx =

∫ (
y

x2 + y2
− y

)
dx = �y ·

1

�y
arctg

x

y
− xy = arctg

x

y
− xy.

Imaju�i u vidu da je

∂

∂y

(∫
P (x, y) dx

)
=

(
arctg

x

y
− xy

)′

y

=

(
− x

y2

)
· y2

x2 + y2
− x =

−x

x2 + y2
− x,

to je

u(x, y) = arctg
x

y
− xy +

∫ [
−x− x

x2 + y2
− ey +

x

x2 + y2
+ x

]
dy

= arctg
x

y
− xy +

∫
ey dy = arctg

x

y
− xy + ey,

te je, konaqno, opxte rexeǌe dato sa arctg
x

y
− xy + ey = C.
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Integracioni faktor

U sluqajevima kada imamo jednaqinu oblika

P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0,

a pritom ne va�i P ′
y = Q′

x, stvar mo�e spasiti takozvani integracioni faktor. To je funkcija
λ = λ(x, y) takva da je jednaqina

λ(x, y)P (x, y) dx+ λ(x, y)Q(x, y) dy = 0

jednaqina sa totalnim diferencijalom. Dakle, treba da odredimo tu funkciju λ iz uslova
(λP )′y = (λQ)′x. Taj zadatak nije uvek jednostavan, ali �e u zadacima obiqno biti jedna od
situacija gde je λ = λ(x) ili λ = λ(y).

9. Za diferencijalnu jednaqinu

(x sin y + y cos y) dx+ (x cos y − y sin y) dy = 0

odrediti integracioni faktor oblika λ(x), a zatim rexiti jednaqinu.

Rexeǌe. Integracioni faktor odre�ujemo iz

(λ(x)(x sin y + y cos y))
′
y = (λ(x)(x cos y − y sin y))

′
x,

odakle je
λ(x)(x cos y + cos y − y sin y) = λ′(x)(x cos y − y sin y) + λ(x) cos y,

odnosno
λ(x)(x cos y − y sin y) = λ′(x)(x cos y − y sin y).

Sada iz
dλ

dx
= λ ⇒ dλ

λ
= dx

/ ∫
⇒ lnλ = x

dobijamo da je λ(x) = ex. Sada kad smo odredili integracioni faktor, rexavamo novi problem:

ex(x sin y + y cos y) dx+ ex(x cos y − y sin y) dy = 0,

xto je sada jednaqina sa totalnim diferencijalom, uz P (x, y) = ex(x sin y + y cos y) i Q(x, y) =
ex(x cos y − y sin y). Va�i∫

P (x, y) dx =

∫
ex(x sin y + y cos y) dx = sin y

∫
xex dx+ y cos y

∫
ex dx

= sin y(xex − ex) + y cos yex = ((x− 1) sin y + y cos y)ex.

Daǉe je

(((x− 1) sin y + y cos y)ex)
′
y = ((x− 1) cos y + cos y − y sin y)ex = (x cos y − y sin y)ex,

odakle se jednostavno dobija da je opste rexeǌe u(x, y) = C, gde je

u(x, y) = ((x− 1) sin y + y cos y)ex.
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10. Za diferencijalnu jednaqinu

2xy ln y dx+
(
x2 + y2

√
y2 + 1

)
dy = 0

odrediti integracioni faktor oblika λ(y), a zatim rexiti jednaqinu.

Rexeǌe. Integracioni faktor �emo odre�ivati iz uslova

(2xy ln y · λ(y))′y =
(
(x2 + y2

√
y2 + 1) · λ(y)

)′

x
,

odnosno

2x(ln y + 1)λ(y) + (2xy ln y)λ′(y) = 2xλ(y)

⇔ 2x ln y · λ(y) + 2xy ln y · λ′(y) = 0,

odakle dobijamo

λ′(y) = −λ(y)

y
⇒ dλ

λ
= − dy

y

/ ∫
⇒ ln |y| = − ln |y|,

pa �emo uzeti da je λ(y) =
1

y
. Mno�eǌem poqetne jednaqine dobijenim integracionim faktorom,

dobijamo jednaqinu sa totalnim diferencijalom:

2x ln y dx+

(
x2

y
+ y

√
y2 + 1

)
dy = 0

Poxto je ∫
P (x, y) dx =

∫
2x ln y dx = x2 ln y,

to je rexeǌe date jednaqine u(x, y) = C, gde je

u(x, y) = x2 ln y +

∫ [
x2

y
+ y

√
y2 + 1−

(
x2 ln y

)′
y

]
dy

= x2 ln y +

∫
y
√
y2 + 1dy = x2 ln y +

1

3
(y2 + 1)3/2.
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