MATEMATWUEKA 3

o JludepeHnujaiHe jeqHAUNHE ©

3. uvac: JludepennujanHe jemHadyuwHe N-TOT pena

IudepeHnujasise jeqHauMHE KOjUIMa Ce MOsKE CHU3UTHU PET

Perau cMmo na je ommry 06nuK aupepeHimjaine jeinaunne n-tor peaa nat ca F(x,y, v, ..., y(”)) =0.
Y HekuM npuMepuMa je Moryhe CHU3UTU pel TaKBe jeIHauuHe, IIPe CBera HEKOM IIOTOJHOM CMEHOM.
YKOMMKO ce, HA IpuMep, y jeJAHAUMHM YOUIITe He Hajasze ¢yHEnuje v,y , ... y" ', 3a mexo k < n, Tazna
je ounriemanm m36op cumene z(z) =y (z). Tama je y*+D) = 2/(x),....y = 2(*=%) 1e nobujamo moBy
jemmaunny obumaka F(z,z,..., 2" k) = 0.
1. Pemuru mudepenmujanmy jemnaunmy xy” +y' — 22 = 0.
Pewemwe. IIpumernmo nma ce y jenHadymHN HUTE HE IOjaBJ/byje HEMO3HATa (YHKOMja Y, Ha MOXKEMO

yBectu cmeny z(z) = y'(z). Tume mobujamo jemHauuny
4 z—22=0 & 2 +z/z=ux,

mTO je JuHeapHa OudepeHnujaHa jeHAaYnHa OIpBOT pena. HbeHo pememne je:

2
z(as)efim<01+ :z:efimdz> 1(Cl+/x2dx> :g+x—.
T T 3

Kana Bpatumo cmeny z =y, nobujamo na je

OHOCHO WHTETrpaJbemheM, HAJIa3MMO M4 je€ OIIITO pelleHe

2 3
y(x)z/(cl+x3>dx:Clln|x+:;+C2.

T

/
2. Pemutu mupepenmujanny jemmaunny zy’ =y’ In G
x

Pewewe.  YBobemem cmene z(z) = y'(z) mobujamo jemnauuny

z z. oz
2/ =2zIn~ & 2 ="In-,
x x oz
. . . 2 .,
IITO je XOMOTeHa mudepeHnujanna jeqaaunta. AKO yBemeMo cMeHy u = —, umahemo ma je 2’ = u'z +u,
x
omaKie je
vz +u=ulnu,



OIHOCHO, pa3aBajameM MPOMEHJLUBUX,

du dz
ulnu —u x
Kako je

du v=Inu—1 dv
/u(lnu—l) { du — du J o njv]+C=hn|lnu—1/+C,

u
TO mobujamo ma je
In|z| =In|lnw— 1| + C,

OaKIe je
|z| = |Inu — 1€,

ma, y3 oaroeapajyny cMeHy, MOKEMO IUCATU

u = eClx—i-l,

OIHOCHO

2 = ze©1® Tt

Korauno, u3 z = 3/ mobujaMo Tpa;keHO OIINTe pelleHe AaTe jelHadnHe:

y(z) = /xeCle dpe | ¥=% dv = ecéi:rlldx
du = dz v =25 e
meCﬁm«H eClerl xeclierl eCla:+1
= Cl — / Cl dox = Cl - 012 + CQ.

O

Y curyanuju rae nMaMo qudepeHimjalny jeHaunny y k0joj onpebyjemo y(x) anu ce y jenaauumnu
HE IojaBJ/byje MPOMEH/bUBA T, MOKEMO KOPDUCTUTU cMeHy z(y) = 3, Te ma mocMarpamo jeIHAUUHY Y
K0joj je y mpomenmuBa. Tama hemo mmaru
Sy Wy
de dy dz YV 7

1 CJINYHO 3a M3BOJE BUIICT pena.

3. Pemuty mudpepennujanny jemnauuny y”’ = (y/)3 T

Pewewe.  Ilpumermmo ma marta jemHauynHa UCIYEHaBa OCOOMHY M3 MPETXOMHE MUCKYCHUje, TAKO da hemo
yBectu cMmeny z(y) = z = ', onakie 3HaMo na je y’ = z'z, u name

dz

% _
2241 .

2= 42 = =242 =
Uurerpamemenm onarie nobujamo na je arctgz = x + C, ognocuo z = tg(z + C1). Aro cana BpaTrmmo
cMeny, nobuhemo

cos(xz + C1)

Sz £ C1) dz =In|sin(x + C1)| + Cs.

y =tglz+C) = yz/tg(m—&—Cﬂdxz/

HATIOMEHA: Tlpumerumo na ce y 0BOj jeAHAUMHU HE MOjaBJbYje Yy, TAKO A4 CMO 3aJaTaK MOLJIA
pamUATU W CMEHOM M3 MPETXOAHA IBA 3aJaTKA. ]



4. OppemuTu MapTUKYJIApHO pememe mibepernujanne jenmauuse y’ = e?Y Koje 3a10BOJ/baBa yCIOB
y(0) =0 u y'(0) = 1.

Pewewe.  YBobemem cmene z(y) = y', nobujamo jenHaumuy
Zz=e% = zdz=edy,
OaKJie UHTErpabemheM nobujamMo ma je
2 L2y (/)2 e

z
P R B

Ila e bucmo HemoTpebOHO BykJuM KoHCTaHTy (Ci MO Kpaja 3amaTKa, MOKEMO Ia je OaMaXx OIpPeIrMO
rkopucrehn mare mouerne ycaose. 3mamo na 3a v =0 Bakn y = 0 n ¢y = 1, ma 3aME€HOM TUX BPEIHOCTH
Y IpEeTXOMHY jemHaKoCT mobujaMo ma je

omuocuo, C7 = 0. Cama nmMaMo ma BaKu
N2 __ 2y __ y\2
(y ) =e - (6 ) )

onakie je y' = e¥ mim 3y’ = —e¥. Mu &eauMo na jemHa o TMX ONnuja Oyme MCIyHeHa Ha HEJOM CKYILy
HA KOM peaBaMO jeIHAUMHY, I1a IomTo 3HaMo aa je eV > 0 u 3'(0) = 1 > 0, To 3akmydyjeMo ma Mopa
outu y' = eY. Ilasme je jemHOCTABHO:

%:dx = $:/€_ydy:—€_y+02.

ey
3amenom & = 0, y = 0 mobujamo Henosuary kKoHCTauTy Co:

0=-e"+C, = Cy =1,
Ia je TpaskeHO NaPTUKYJIAPHO PEllEme NATO Ca

r=1—e¢eY.

JIuHeapHe XOMOreHe OuepeHIjaJHe jeTHAUUHE
Jluneapua mudepeHIujaiHa jeJHAUNHA N-TOT pelna je jeqHaunHA:
(1) ao(z) -y +ar(@) -y i (@) -y Fan(2) -y = fla).

Yromuko je f(x) = 0, oHZa TPETXONHY jeIHAYMHY HA3UBAMO XOMOTE€HOM. Pa3MOTpHMO, 3a MOYETAK,
JIMHEAPHY XOMOTEHY MU()EPEHNUjaHY jeTHAUNHY APYTOT pena:

a(z)y” +b(z)y + c(x)y = 0.

Ako je y1 = yi1(z) jemHo mapTUKyJIADHO peIleme OBe jeNHAUMHE, OHAA Ce€ CMEeHOM z(x) = ;—1 MOKE

nobUTH jenHAUMHA KOjOj MOKEMO CHU3WUTH Del. 3aucTa, ako je y = z-y1, Tana je y = z'y1 + 2y}, Kao
ny” = 2"y, + 22'y) + zy{, omarne mobujamo

a(z)(2"y1 + 22"y5 + 2y)) + b(x)(2'y1 + 2y)) + c(x)zy1 = 0,



OJHOCHO TPyNMCameM 4JaHoBa y3 z,2 u 2'':

2" (a(2)y2) + 2/ 2a(2)yy + b(@)y1) + 2 (a(@)y + b(@)y; + c(x)y) =0,
=0

yuMme nobujaMo jemHauywHy yV KOjOj ce He MojaBibyje 2:
2" (a(@)y2) + 7' (2a(x)y; + b(z)y1) =0,

ma MOKEMO Ja jOj CHU3MMO pel CMEHOM u = 2.

5. Pemutu mapepennujanny jenmauuny (22 — 22)y” + (22 — 2)y’' +2(1 — z)y = 0 aro je y; = €* jemHo
HapTUKYJaPHO pelene JaTe jeTHaunHe.

Pewemwe.  3a moderar, IPOBEPUMO Ia Y = €* 3aKCTa jeCTe PeIlene aTe jeNHAUNHE:
(22 —2%)(e")" + (2® — 2)(e") + 2(1 —2)e” = (2z — 2 + 2> —2+ 2 — 22)e” = 0.
3a HaJaKeme OIIITEr pellemha 1eMO MCKOPUCTUTU CMEHY Z = e%, omakyue je y = z-e¥, a omariae u
y = (2 4+ 2)e*, omnocuo y"’ = (2" + 22’ + 2)e®. 3amenoMm y nary jemHauuny mnobujamo
(22 — 2?)2" — (2* — 4z +2)2' =0,
IITO je jeqHauYrMHa KOjO] MOYKEMO CIIyCTUTH PEJ CMEHOM U = 2’| uymMe HOJa3uMO IO jeTHAYNHE
2z — 22’ = (2% — 42 + 2)u,
OJHOCHO, pa3ABajameM IPOMEHJLUBUX

du 22 —4z+2
— = ——duzx.
U 2x — 22
NurerpamemeMm name modujamo

24z +2 22 2—1x)—
= [T gy o[BI oD e,
2r —x (2 — )

1 1
:/(—1—|—+)dx:—x+lnx|—|—lnx—2|+0,
r x—2

OOHOCHO
u

e Py

U —x
’—_$+C = m—e C].

Tume cmo nobumm ma je 2’ = Cre % (22 — 2), onakne je

2 —x
_ w2 _ u=x°—2r dv=e""dx
z(x)—Cl/e (x° —2zx)dx = [duz(?x—Q)dw V= —e—T J

_ w2 — _|u=2x—-2 dv=e"dzx
_CI(—e (x —2:13)+/(2x—2)e dx)—{dU_de IJ

v=—e
=C (—e:‘”(x2 —2z)—e "2z —-2) + /Ze*"’” dx)

=-C; (6_93 (x2 —2r+2x—2+ 2) + C’) =_—Cie 2% + Cs.



Komauno, spahajyhu ce Ha moderHy CMeHy, HOOMjaMO A& je TPAsKEHO OMINTE pelleHe:
y(x) = —Cr2% + Coe®.

O

HAIIOMEHA: Axo cy y1 u y2 OBa He3aBHCHA DeEIIeHa XOMOTEHE JIMHeapHE OU(EPEHIUjasHe jel-
HaUMHE APYTOT pena, Tana je ommre pememe Te jenuaumue y = C1y; + Coys. Moskemo yTBpauTu na
je y IpeTXOomHOM 3aIaTKy Y2 = T° 3aMCTa pemleme jemHaunHe. AHAJOraH 3aK/bYUAK BAKH U y CIydajy
jenHaunHa BUIIET pena.

6. Pemmtu mudepenunmjanny jemmaumny (z — 1)y’ + (4x — 5)y’ + (42 — 6)y = 0 ako je jemuo pememe
obmuka y; = e**, a € R.

Pewemwe. Onpemumvo Hajupe a u3 O6IMKa MAPTUKYJIAPHOT pemiema: Y BpImTameM y; = e?, y] = ae®

u y) = a?e? y jemnauuny mo6ujamo
(z — 1)a?e™™ + (4z — 5)ae™® + (4o — 6)e™” = 0,

OTHOCHO
(a® +4a +4)x — (a* + 5a +6) = 0.

Onasne crenu ma Mopa burn a’+4a+4 = a>+5a+6 = 0, mTo noBnaun na je a = —2. Ilakae, y; = e~ 27,
na hemo 3a pemaBame JaTe jeIHAUYMHE KOPUCTUTH CMEHY y = ze 2%, 3aMEHOM y jemHauMHy, uMajyhu

y Buny 3y = (2/ —22)e 2 u y’ = (2" — 42" + 42)e~?*, maron kpaher pauyna moGujamo
(x—1)" -2 =0.

Ilame maemMo cTagmapmHO: u = 2, Ima pa3ABOjuMO IPOMEHJLUBE:

du dx
- =u = — = .
(@ W=u U z—1
WuTerpamemenm nobujamo:
d d
/—u:/ SN In|ul=Injz— 1]+ C,
U z—1

omakie crequ z' =u = Cy(z —1). Canza je

(z—1)°

C
2 + 25

z:/Cl(x—l)dx:Cl
na je omaBae pememe novetHe jenHaudnbe (y3 momupuranujy xoacranre Ch):

y(z) = (Ci(z —1)* + Cy)e .

JluseapHe xoMoOreHe nudepeHIMjalHe jeHAUMHE Ca KOHCTAHTHUM KOoe(puIujeHTIMAa
Indepernujansa jeHaYnHA N-TOr OOIUKA

(2) ag - y™ +ar -yt tan -y +an -y =0,



OPHU YeMY j€ Go, U1, ..., 0n—1,0n € R, Ha3UBA CE AUNEAPHOM TOMOZEHOM OuP. jeoHaAwUROM T-Mmo2 peda ca
KOHCMAKMHUM KO ePuyujenmuma.

Jemmauunn (2) mpuapy:KyjeMo WmeHy Kapaxmepucmuyuny je0nauuny
(3) aoA" +a A" Lt a AN Fa, =0,

OpU YeMy ce caM MOJMHOM U3 Te jelHAUMHE HA3VMBa KAPAKTEPUCTUYHUM ITOJMHOMOM. JACHO je ma Ta
jemHaYMHA MMa N pemema Koja NeMO O3HAUNATH €A Af, ..., A,. CBaKO OX TUX pelema TeHepUIIe jemHO
permene yi, ..., Y, nodetne mudpepennujanne jenqnauune. OBa pemema cy MehycoOHO HE3aBUCHA, U ONIITE
pememe je nato ca y(x) = Cryi(x)+- - -+ Chyn(x). Pasmuryjemo caenehe ciayuajese 3a pemema jegadnne

(3):
1. )\; je jemHocTpyko pememe jemaaunse (3): Tama oHo remepume pememe j-He (2) obmuxa y; = e,

2. )\; je BUIIECTPYKO pelmeme Bumectpykoctu k: Tama je ca \; remepucano k He3aBUCHUX peNIema
jemmaumne (2) obmuka y; = €M%y = xeNT Ly = ok leMi®,

3. \i 1 \j41 CY jemIHOCTPYKa, KOHjyTOBAHO KOMILIEKCHA pemema: Ako je A\; = a+ bi (0mqHOCHO \;j11 =
a—bi), oHma cy mepuHUCAHA OBa pellena jenHaunse (2) obamka y; = e cosbr u y;41 = e*® sinbx.

4. Y caydajy KOMIUIEKCHUX pellieiha BumecTpykocTtu Behe ox 1, MOKEMO MPEmOCTABUTUA Oa je A\p =
e = Ay =a+bi, 1 A1 = -+ = Aok, = a — bi. Tana mmamo 2k He3aBUCHUX pellema jeTHAUNHE
(2) koja cy mata ca y; = e cosbr, ..., Yy = ¥ e cosbr, OMHOCHO Ypy1 = €T sinbr, ..., Yop =
z*~1e sin bz.

7. Pemutu mudepenmmjanny jemmauuny y' — 4y’ + 3y = 0.

Pewewe. Kaparkrepuctrnusa jemqHadwHa KOja OArOBapa JATO] NU(PEPEHIN)jaTHO] jeTHAUNHU je
A —4\+3=0,
ymja cy pemema A\; = 1 1 Ay = 3, 11a je ONIITe pelnemhe MOYeTHE jeTHAYNHE

y(l’) = C’lem + 02631.

8. Pemwutu mupepenuujanny jemmauuny y”’ —y' = 0, a 3arum mHahu mapTukysIapHO pememe 3a Koje
BarkN y(O) = Oa y,(O) = _13 y”(O) =1.

Pewewe. U3 xkapaxkTepucTuyHe jenHaAUNHE
MoA=0 & A -1)=0

nobujamo Hysne A\; =0, Ay = —1 u A3 = 1, omakie mobujaMo ONIITE PEMICHE jeTHAUNHE
y(x) = C1e% + Coe® + Cze ™.

YBpmrajyhu mouerse ycjaoBe, uMajyhu y Buay ma je

y'(z) = Cae”™ — Cze™ 7,
y"(z) = Coe®™ + Cze™ ",



I00UjaMO CUCTEM

Ci14+Co+C3=0
Cy,—C3=-1
Co+C3 =1,

unje je pememe (C1,Cq,C3) = (—1,0,1). Ilakne, Tpaskeno pememe naror Komujesor npobiema je:

ylx) =—-1+e "

]
9. Pemuty mudepennujanny jemmauuny y"”’ —y"” —y' +y = 0.
Pewewe. Kaparrepucrtuuna jemnadumba je
Mo -A+1=0 & MO -1)-(\A-1)=0
s MP-1DA-1)=0 & (A+DAN-1)*=0,
oJaKJIe UMaMO jelHY jeTHOCTPYKY HyJIy A1 = —1 U jemHy MBOCTPYKY HyJIy A3 = 1. Camum Tum, onmre
peleme naTe jeTHaunHE je
y(x) = Cre™" + Coe” + Cyxe®.
]
10. Pemuru mudepennujanmy jemmaunny yd + 24" — 2y —y = 0.
Pewewe.  3a KapaKTEepUCTUYHY jeIHAUYMHY KOja OAroBapa HATOj jeIHAUNHU,
My —222-2=0 & M—142\ 2-1)=0
e MDA+ D)4+22N-1)=0 & A -DN\+1+2)0)=0
& A-DA+1D)A+1)2=0 & (A-1A+1)P>=0,
BUIVMO Na MMa jelHO jeNHOCTPYKO pememe A; = 1 U jeIHO TPOCTPYKO pememe Ay 34 = —1. Onmarie
cjleV na je OIIITE pellemne TAaTO Ca:
y(z) = C1e” + Cae ™ 4+ Cyze™ + Cyze ™.
(]
11. OgmpemuTu mapTUKyJapHO pememe mupeperuujanue jennauune y' + ¢y = 0, Koje 3aM0BOBABA

y(5)=2vy(3)=v"(5)=-1L



Pewemwe. Ogpenumo Hajupe ommiTe pememe nate audepenunujase jemnauwse: Hyuse xkaparkrepumc-
TUYHE jeTHAYNHE

Mid=0 & AMA+1)=0

cy M =0m Mg 3 ==+¢=0=£14, omakiae BUAUMO Aa je TPaKEHO ONIITE PEIleHe AaTO Ca
y(x) = Cy + Cycosx + Cssinx.
IlomTo je

y'(z) = —Cysinx + C3cosx

y"(z) = —Cycosx — Cysinz,

TO U3 ONATUX NOYETHUX YyCJIOBa ,HO6I/IjaMO CHUCTEM JIMHEaAPHUX je,HHa‘II/IHa,

C1 +C3 = 2
—Cy -1,
Oy =1

omakie je C1 = Co = (C3 =1, na je TpaskeHO NAPTUKYJIAPHO PEIIee:

y(z) =14 cosz +sinz.

12. Pemutu mupepennujanny jennaumny y”’ — 4y’ + 13y = 0.

Pewewe.  Hymne kxapakTepuUCTUYHE jeTHAUNHE
A2 —4N+13 =0,
cy M1 =24+ 3iu Ay =2 — 3i, ma je ommTe pelieme OaTo Ca

y(x) = C1e** cos 3z + Coe®* sin 3x.

13. Pemumtu madepenrmjanay jemaaunmy y* + 2" +y = 0.

Pewewe. VI3 KapakTepUCTUYHE jeTHAYUNHE
M42X+1=0 & (V+1)2=0 & A+i)*A—i)*=0
nobujaMo nBe MBOCTPYKE KOMILIEKCHO KOHjyrOBaHe HyJe A2 = —i U A3 4 = i. OnmaTie cinemu na je
y(x) = Cycosx + Caxcosx + Cysina + Cyrsinx

OIIITE pelleme JaTe jelHaduHe. O



