
MATEMATIKA 3
• Diferencijalne jednaqine •

3. qas: Diferencijalne jednaqine n-tog reda

Diferencijalne jednaqine kojima se mo�e sniziti red

Rekli smo da je opxti oblik diferencijalne jednaqine n-tog reda dat sa F (x, y, y′, ..., y(n)) = 0.
U nekim primerima je mogu�e sniziti red takve jednaqine, pre svega nekom pogodnom smenom.
Ukoliko se, na primer, u jednaqini uopxte ne nalaze funkcije y, y′, ..., yk−1, za neko k ≤ n, tada
je oqigledan izbor smene z(x) = y(k)(x). Tada je y(k+1) = z′(x),...,y(n) = z(n−k), te dobijamo novu
jednaqinu obilka F (x, z, ..., z(n−k)) = 0.

1. Rexiti diferencijalnu jednaqinu xy′′ + y′ − x2 = 0.

Rexeǌe. Primetimo da se u jednaqini nigde ne pojavǉuje nepoznata funkcija y, pa mo�emo
uvesti smenu z(x) = y′(x). Time dobijamo jednaqinu

xz′ + z − x2 = 0 ⇔ z′ + z/x = x,

xto je linearna diferencijalna jednaqina prvog reda. ǋeno rexeǌe je:
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∫
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Kada vratimo smenu z = y′, dobijamo da je

y′ =
C1

x
+

x2

3
,

odnosno integraǉeǌem, nalazimo da je opxto rexeǌe

y(x) =

∫ (
C1

x
+

x2

3

)
dx = C1 ln |x|+

x3

9
+ C2.

2. Rexiti diferencijalnu jednaqinu xy′′ = y′ ln
y′

x
.

Rexeǌe. Uvo�eǌem smene z(x) = y′(x) dobijamo jednaqinu

xz′ = z ln
z

x
⇔ z′ =

z

x
ln

z

x
,

xto je homogena diferencijalna jednaqina. Ako uvedemo smenu u =
z

x
, ima�emo da je z′ = u′x+u,

odakle je
u′x+ u = u lnu,



odnosno, razdvajaǌem promenǉivih,
du

u lnu− u
=

dx

x
.

Kako je ∫
du

u(lnu− 1)
=

⌈
v = lnu− 1
dv = du

u

⌋
=

∫
dv

v
= ln |v|+ C = ln | lnu− 1|+ C,

to dobijamo da je
ln |x| = ln | lnu− 1|+ C,

odakle je
|x| = | lnu− 1|eC ,

pa, uz odgovaraju�u smenu, mo�emo pisati

u = eC1x+1,

odnosno
z = xeC1x+1.

Konaqno, iz z = y′ dobijamo tra�eno opxte rexeǌe date jednaqine:

y(x) =

∫
xeC1x+1 dx =

⌈
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du = dx v = eC1x+1
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⌋
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−
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C1
− eC1x+1
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1

+ C2.

U situaciji gde imamo diferencijalnu jednaqinu u kojoj odre�ujemo y(x) ali se u jednaqini
ne pojavǉuje promenǉiva x, mo�emo koristiti smenu z(y) = y′, te da posmatramo jednaqinu u
kojoj je y promenǉiva. Tada �emo imati

y′′(x) =
dy′

dx
=

dy′

dy
· dy

dx
= z′y · z,

i sliqno za izvode vixeg reda.

3. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′′ = (y′)
3
+ y′.

Rexeǌe. Primetimo da data jednaqina ispuǌava osobinu iz prethodne diskusije, tako da �emo
uvesti smenu z(y) = z = y′, odakle znamo da je y′′ = z′z, i daǉe

z′z = z3 + z ⇒ z′ = z2 + z ⇒ dz

z2 + 1
= dx.

Integraǉeǌem odatle dobijamo da je arctg z = x + C1, odnosno z = tg(x + C1). Ako sada vratimo
smenu, dobi�emo

y′ = tg(x+ C1) ⇒ y =

∫
tg(x+ C1) dx =

∫
cos(x+ C1)

sin(x+ C1)
dx = ln | sin(x+ C1)|+ C2.

NAPOMENA: Primetimo da se u ovoj jednaqini ne pojavǉuje y, tako da smo zadatak mogli
raditi i smenom iz prethodna dva zadatka.
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4. Odrediti partikularno rexeǌe diferencijalne jednaqine y′′ = e2y koje zadovoǉava uslov
y(0) = 0 i y′(0) = 1.

Rexeǌe. Uvo�eǌem smene z(y) = y′, dobijamo jednaqinu

z′z = e2y ⇒ z dz = e2y dy,

odakle integraǉeǌem dobijamo da je

z2

2
=

e2y

2
+ C1 ⇔ (y′)2

2
=

e2y

2
+ C1.

Da ne bismo nepotrebno vukli konstantu C1 do kraja zadatka, mo�emo da je odmah odredimo
koriste�i date poqetne uslove. Znamo da za x = 0 va�i y = 0 i y′ = 1, pa zamenom tih vrednosti
u prethodnu jednakost dobijamo da je

1

2
=

e0

2
+ C1,

odnosno, C1 = 0. Sada imamo da va�i

(y′)2 = e2y = (ey)
2
,

odakle je y′ = ey ili y′ = −ey. Mi �elimo da jedna od tih opcija bude ispuǌena na celom skupu
na kom rexavamo jednaqinu, pa poxto znamo da je ey > 0 i y′(0) = 1 > 0, to zakǉuqujemo da mora
biti y′ = ey. Daǉe je jednostavno:

dy

ey
= dx ⇒ x =

∫
e−y dy = −e−y + C2.

Zamenom x = 0, y = 0 dobijamo nepoznatu konstantu C2:

0 = −e0 + C2 ⇒ C2 = 1,

pa je tra�eno partikularno rexeǌe dato sa

x = 1− e−y.

Linearne homogene diferencijalne jednaqine

Linearna diferencijalna jednaqina n-tog reda je jednaqina:

(1) a0(x) · y(n) + a1(x) · y(n−1) + · · ·+ an−1(x) · y′ + an(x) · y = f(x).

Ukoliko je f(x) = 0, onda prethodnu jednaqinu nazivamo homogenom. Razmotrimo, za poqetak,
linearnu homogenu diferencijalnu jednaqinu drugog reda:

a(x)y′′ + b(x)y′ + c(x)y = 0.

Ako je y1 = y1(x) jedno partikularno rexeǌe ove jednaqine, onda se smenom z(x) = y
y1

mo�e
dobiti jednaqina kojoj mo�emo sniziti red. Zaista, ako je y = z · y1, tada je y′ = z′y1 + zy′1, kao
i y′′ = z′′y1 + 2z′y′1 + zy′′1 , odakle dobijamo

a(x)(z′′y1 + 2z′y′1 + zy′′1 ) + b(x)(z′y1 + zy′1) + c(x)zy1 = 0,
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odnosno grupisaǌem qlanova uz z, z′ i z′′:

z′′(a(x)y2) + z′(2a(x)y′1 + b(x)y1) + z (a(x)y′′1 + b(x)y′1 + c(x)y1)︸ ︷︷ ︸
=0

= 0,

qime dobijamo jednaqinu u kojoj se ne pojavǉuje z:

z′′(a(x)y2) + z′(2a(x)y′1 + b(x)y1) = 0,

pa mo�emo da joj snizimo red smenom u = z′.

5. Rexiti diferencijalnu jednaqinu (2x − x2)y′′ + (x2 − 2)y′ + 2(1 − x)y = 0 ako je y1 = ex jedno
partikularno rexeǌe date jednaqine.

Rexeǌe. Za poqetak, proverimo da y1 = ex zaista jeste rexeǌe date jednaqine:

(2x− x2)(ex)′′ + (x2 − 2)(ex)′ + 2(1− x)ex =
(
2x− x2 + x2 − 2 + 2− 2x

)
ex = 0.

Za nala�eǌe opxteg rexeǌa �emo iskoristiti smenu z =
y

ex
, odakle je y = z · ex, a odatle i

y′ = (z′ + z)ex, odnosno y′′ = (z′′ + 2z′ + z)ex. Zamenom u datu jednaqinu dobijamo

(2x− x2)z′′ − (x2 − 4x+ 2)z′ = 0,

xto je jednaqina kojoj mo�emo spustiti red smenom u = z′, qime dolazimo do jednaqine

(2x− x2)u′ = (x2 − 4x+ 2)u,

odnosno, razdvajaǌem promenǉivih

du

u
=

x2 − 4x+ 2

2x− x2
dx.

Integraǉeǌem daǉe dobijamo

ln |u| =
∫

x2 − 4x+ 2

2x− x2
dx =

∫
(x2 − 2x) + (2− x)− x

x(2− x)
dx

=

∫ (
−1 +

1

x
+

1

x− 2

)
dx = −x+ ln |x|+ ln |x− 2|+ C,

odnosno

ln

∣∣∣∣ u

x(x− 2)

∣∣∣∣ = −x+ C ⇒ u

x(x− 2)
= e−xC1.

Time smo dobili da je z′ = C1e
−x(x2 − 2), odakle je

z(x) = C1

∫
e−x(x2 − 2x) dx =

⌈
u = x2 − 2x dv = e−x dx

du = (2x− 2) dx v = −e−x

⌋
= C1

(
−e−x(x2 − 2x) +

∫
(2x− 2)e−x dx

)
=

⌈
u = 2x− 2 dv = e−x dx
du = 2dx v = −e−x

⌋
= C1

(
−e−x(x2 − 2x)− e−x(2x− 2) +

∫
2e−x dx

)
= −C1

(
e−x

(
x2 − 2x+ 2x− 2 + 2

)
+ C

)
= −C1e

−xx2 + C2.
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Konaqno, vra�aju�i se na poqetnu smenu, dobijamo da je tra�eno opxte rexeǌe:

y(x) = −C1x
2 + C2e

x.

NAPOMENA: Ako su y1 i y2 dva nezavisna rexeǌa homogene linearne diferencijalne jed-
naqine drugog reda, tada je opxte rexeǌe te jednaqine y = C1y1 + C2y2. Mo�emo utvrditi da
je u prethodnom zadatku y2 = x2 zaista rexeǌe jednaqine. Analogan zakǉuqak va�i i u sluqaju
jednaqina vixeg reda.

6. Rexiti diferencijalnu jednaqinu (x − 1)y′′ + (4x − 5)y′ + (4x − 6)y = 0 ako je jedno rexeǌe
oblika y1 = eax, a ∈ R.

Rexeǌe. Odredimo najpre a iz oblika partikularnog rexeǌa: Uvrxtaǌem y1 = eax, y′1 = aeax

i y′′1 = a2eax u jednaqinu dobijamo

(x− 1)a2eax + (4x− 5)aeax + (4x− 6)eax = 0,

odnosno
(a2 + 4a+ 4)x− (a2 + 5a+ 6) = 0.

Odavde sledi da mora biti a2+4a+4 = a2+5a+6 = 0, xto povlaqi da je a = −2. Dakle, y1 = e−2x,
pa �emo za rexavaǌe date jednaqine koristiti smenu y = ze−2x. Zamenom u jednaqinu, imaju�i
u vidu y′ = (z′ − 2z)e−2x i y′′ = (z′′ − 4z′′ + 4z)e−2x, nakon kra�eg raquna dobijamo

(x− 1)z′′ − z′ = 0.

Daǉe idemo standardno: u = z′, pa razdvojimo promenǉive:

(x− 1)u′ = u ⇒ du

u
=

dx

x− 1
.

Integraǉeǌem dobijamo: ∫
du

u
=

∫
dx

x− 1
⇒ ln |u| = ln |x− 1|+ C,

odakle sledi z′ = u = C1(x− 1). Sada je

z =

∫
C1(x− 1) dx = C1

(x− 1)2

2
+ C2,

pa je odavde rexeǌe poqetne jednaqine (uz modifikaciju konstante C1):

y(x) =
(
C1(x− 1)2 + C2

)
e−2x.

Linearne homogene diferencijalne jednaqine sa konstantnim koeficijentima

Diferencijalna jednaqina n-tog oblika

(2) a0 · y(n) + a1 · y(n−1) + · · ·+ an−1 · y′ + an · y = 0,
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pri qemu je a0, a1, ..., an−1, an ∈ R, naziva se linearnom homogenom dif. jednaqinom n-tog reda sa
konstantnim koeficijentima.

Jednaqini (2) pridru�ujemo ǌenu karakteristiqnu jednaqinu

(3) a0λ
n + a1λ

n−1 + · · ·+ an−1λ+ an = 0,

pri qemu se sam polinom iz te jednaqine naziva karakteristiqnim polinomom. Jasno je da ta
jednaqina ima n rexeǌa koja �emo oznaqiti sa λ1, ..., λn. Svako od tih rexeǌa generixe jedno
rexeǌe y1, ..., yn poqetne diferencijalne jednaqine. Ova rexeǌa su me�usobno nezavisna, i opxte
rexeǌe je dato sa y(x) = C1y1(x)+· · ·+Cnyn(x). Razlikujemo slede�e sluqajeve za rexeǌa jedaqine
(3):

1. λi je jednostruko rexeǌe jednaqine (3): Tada ono generixe rexeǌe j-ne (2) oblika yi = eλix.

2. λi je vixestruko rexeǌe vixestrukosti k: Tada je sa λi generisano k nezavisnih rexeǌa
jednaqine (2) oblika yi = eλix, yi+1 = xeλix,..., yi+k−1 = xk−1eλix.

3. λi i λi+1 su jednostruka, konjugovano kompleksna rexeǌa: Ako je λi = a+ bi (odnosno λi+1 =
a− bi), onda su definisana dva rexeǌa jednaqine (2) oblika yi = eax cos bx i yi+1 = eax sin bx.

4. U sluqaju kompleksnih rexeǌa vixestrukosti ve�e od 1, mo�emo prepostaviti da je λ1 =
· · · = λk = a + bi, i λk+1 = · · · = λ2k = a − bi. Tada imamo 2k nezavisnih rexeǌa jednaqine
(2) koja su data sa y1 = eax cos bx, ..., yk = xk−1eax cos bx, odnosno yk+1 = eax sin bx, ..., y2k =
xk−1eax sin bx.

7. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′′ − 4y′ + 3y = 0.

Rexeǌe. Karakteristiqna jednaqina koja odgovara datoj diferencijalnoj jednaqini je

λ2 − 4λ+ 3 = 0,

qija su rexeǌa λ1 = 1 i λ2 = 3, pa je opxte rexeǌe poqetne jednaqine

y(x) = C1e
x + C2e

3x.

8. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′′′ − y′ = 0, a zatim na�i partikularno rexeǌe za koje
va�i y(0) = 0, y′(0) = −1, y′′(0) = 1.

Rexeǌe. Iz karakteristiqne jednaqine

λ3 − λ = 0 ⇔ λ(λ2 − 1) = 0

dobijamo nule λ1 = 0, λ2 = −1 i λ3 = 1, odakle dobijamo opxte rexeǌe jednaqine

y(x) = C1e
0x + C2e

x + C3e
−x.

Uvrxtaju�i poqetne uslove, imaju�i u vidu da je

y′(x) = C2e
x − C3e

−x,

y′′(x) = C2e
x + C3e

−x,
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dobijamo sistem

C1 + C2 + C3 = 0

C2 − C3 = −1

C2 + C3 = 1,

qije je rexeǌe (C1, C2, C3) = (−1, 0, 1). Dakle, tra�eno rexeǌe datog Koxijevog problema je:

y(x) = −1 + e−x.

9. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′′′ − y′′ − y′ + y = 0.

Rexeǌe. Karakteristiqna jednaqina je

λ3 − λ2 − λ+ 1 = 0 ⇔ λ2(λ− 1)− (λ− 1) = 0

⇔ (λ2 − 1)(λ− 1) = 0 ⇔ (λ+ 1)(λ− 1)2 = 0,

odakle imamo jednu jednostruku nulu λ1 = −1 i jednu dvostruku nulu λ2,3 = 1. Samim tim, opxte
rexeǌe date jednaqine je

y(x) = C1e
−x + C2e

x + C3xe
x.

10. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y(4) + 2y′′′ − 2y′ − y = 0.

Rexeǌe. Za karakteristiqnu jednaqinu koja odgovara datoj jednaqini,

λ4 + 2λ3 − 2λ2 − λ = 0 ⇔ λ4 − 1 + 2λ(λ2 − 1) = 0

⇔ (λ2 − 1)(λ2 + 1) + 2λ(λ2 − 1) = 0 ⇔ (λ2 − 1)(λ2 + 1 + 2λ) = 0

⇔ (λ− 1)(λ+ 1)(λ+ 1)2 = 0 ⇔ (λ− 1)(λ+ 1)3 = 0,

vidimo da ima jedno jednostruko rexeǌe λ1 = 1 i jedno trostruko rexeǌe λ2,3,4 = −1. Odatle
sledi da je opxte rexeǌe dato sa:

y(x) = C1e
x + C2e

−x + C3xe
−x + C4x

2e−x.

11. Odrediti partikularno rexeǌe diferencijalne jednaqine y′′′ + y′ = 0, koje zadovoǉava
y
(
π
2

)
= 2, y′

(
π
2

)
= y′′

(
π
2

)
= −1.
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Rexeǌe. Odredimo najpre opxte rexeǌe date diferencijalne jednaqine: Nule karakteris-
tiqne jednaqine

λ3 + λ = 0 ⇔ λ(λ2 + 1) = 0

su λ1 = 0 i λ2,3 = ±i = 0± 1i, odakle vidimo da je tra�eno opxte rexeǌe dato sa

y(x) = C1 + C2 cosx+ C3 sinx.

Poxto je

y′(x) = −C2 sinx+ C3 cosx

y′′(x) = −C2 cosx− C3 sinx,

to iz datih poqetnih uslova dobijamo sistem linearnih jednaqina

C1 +C3 = 2
−C2 = −1

−C3 = −1
,

odakle je C1 = C2 = C3 = 1, pa je tra�eno partikularno rexeǌe:

y(x) = 1 + cosx+ sinx.

12. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′′ − 4y′ + 13y = 0.

Rexeǌe. Nule karakteristiqne jednaqine

λ2 − 4λ+ 13 = 0,

su λ1 = 2 + 3i i λ2 = 2− 3i, pa je opxte rexeǌe dato sa

y(x) = C1e
2x cos 3x+ C2e

2x sin 3x.

13. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y(4) + 2y′′ + y = 0.

Rexeǌe. Iz karakteristiqne jednaqine

λ2 + 2λ+ 1 = 0 ⇔ (λ2 + 1)2 = 0 ⇔ (λ+ i)2(λ− i)2 = 0

dobijamo dve dvostruke kompleksno konjugovane nule λ1,2 = −i i λ3,4 = i. Odatle sledi da je

y(x) = C1 cosx+ C2x cosx+ C3 sinx+ C4x sinx

opxte rexeǌe date jednaqine.
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