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Nastavni materijali i informacije

Informacije o predmetu, vesti, rezultati i sl. ¢e biti dostupni na
sajtu Katedre za matematiku i preko platforme Microsoft
Teams:

m http://math.fon.bg.ac.rs/kursevi/numericka-analiza
m Microsoft Teams - kanal Numeritka analiza 2022/23

Materijali sa ¢asova vezbi, kao i dodatni materijali iz svake
teme za zainteresovane, nalaze se na stranici asistenta:

m http://math.fon.bg.ac.rs/brkovic



Nastavne teme:

Priblizni brojevi i greske funkcije
Nelinearne jednadine

Sistemi linearnih jednacina

@A Sistemi nelinearnih jedna&ina
Polinomska interpolacija

[@ Aproksimacija funkcija
Numeri¢ka integracija

B Diferencijalne jednadine
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Teme obojene istom bojom su alternativne.

m Za svake dve alternativne teme, jedna se polaZe prakti¢no
(jedan zadatak) kod asistenta, a druga tema se polaze
teorijski kod profesorke.

m Prva tema (priblizni brojevi i greske funkcije) je obavezna.

m Osma tema (diferencijalne jednatine) je opciona i moze se
polagati u predvidenom terminu, ukoliko su do tada
poloZene sve teme (dakle, prva i po jedna od svih
alternativnih).

m Na svakom prakti¢énom polaganju je dozvoljena literatura!l



Prakti¢ni deo ispita

Termini polaganja:

m Poseban termin za kvalifikacioni zadatak

m 1. kolokvijumska nedelja

m 2. kolokvijumska nedelja

m Redovni ispitni rokovi

m 8. tema se moZe polagati samo u junskom i julskom
ispitnom roku. Dozvoljen je jedan pokusaj za polaganje te
teme.

Informacije o testovima:

m Kvalifikacioni zadatak: Svako dobije jedan zadatak iz
poznatog skupa zadataka. Radi se na papiru, uz
dozvoljeno koris¢enje ruchnog kalkulatora.

m Ostale teme: Radi se na papiru, za izralunavanja se koristi
racunar.



0 Matemati¢ko modeliranje

Primer:

m Modelujemo provodenje toplote u $tapu kroz vremenski
period [0, T].

m Posmatrac¢emo 3tap kao jednodimenziono idealno telo.
Svaka tatka na Stapu ima koordinatu iz intervala (0, 1).

m Zanemari¢emo sva spoljna delovanja na Stap osim izvora
toplote koji je opisan funkcijom f(x, t).

m Smatraéemo da je poznata poletna raspodela temperature
u Stapu i da je opisana funkcijom wup(x).

m Pretpostavicemo da je temperatura na krajevima uvek
jednaka nuli.

m ReZenje problema je funkcija u(x, t) temperature u tatki x
u trenutku t.



0 Matemati¢ko modeliranje

ToyeTHa pacrozielia TeMIeparype
u(z,0) = uo()

u(0,t) =0 u(1,t) =0

Matematicka jednadina koja odgovara problemu je:

ou  0%u
a = @ + f(X, t)
u(0,t) = u(l,t) =0, te (0, T],

u(x,0) = up(x), x € (0,1).



0 Matemati¢ko modeliranje

m Talno reSenje ovog problema glasi:

u(x,t) =
e ) ; t 2,2

ZZeﬁ 4 tsinij/ uo(y) + / f(y,s)e’"™ °ds| sin jwydy
j=1 0 0



0 Matemati¢ko modeliranje

m Talno reSenje ovog problema glasi:

u(x,t) =

1
(o]
ZZej2”2tsinj7rx/ uo(y)+/f(y,s)ejzw25ds sin jmydy
j=1 0 0

m Potrebno nam je numeri¢ko resenje!



0 Matemati¢ko modeliranje




1 Pojam greske

Pojmovi koji su u osnovi numeri¢kog izratunavanja:
m Priblizne vrednosti brojeva,
m Znadajne i sigurne cifre,
m Zaokrugljivanje

m Direktan i obratan problem greske funkcije



2 Nelinearne jednadine

Re%avamo jednatinu f(x) = 0, gde je f u op3tem slu¢aju neka
nelinearna funkcija.

Ukoliko postoji realan broj £ takav da je f(£) = 0, tada njega
zovemo tacnim reSenjem jednadine.

Osnovni zadaci:
m Izolacija reSenja: NalaZenje intervala [a, b] koji sadrzi &.
m NalaZenje pribliznog reSenja sa unapred zadatom greskom.

y

f(b)+
0 F 3 X
a b
fa) 1+




2 Nelinearne jednadine

Razmatraéemo iterativne metode za dobijanje pribliznog
reSenja:

m Metoda polovljenja intervala;
m Njutnova metoda (tangenti);
m Metoda regula falsi;

m Metoda (proste) iteracije.

Razmatramo konvegenciju i ocenjujemo taénost svake metode.



3 Sistemi linearnih jednacina

Resavamo jednacinu oblika

a1 ar a3 ... ain X1 by
a1 ax» a3 ... an X2 by

. : — )
dnl anp2 dn3 ... dnn Xn b,

gde su ajj, xj,bi € R, zasve i,j = 1,2,...,n, odnosno u
matri¢nom obliku:

Ax =b, A€ Mpn(R), x,beR"
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3 Sistemi linearnih jednacina

Resavamo jednacinu oblika

a1 ar a3 ... ain X1 by
a1 ax» a3 ... an X2 by

. : — )
dnl anp2 dn3 ... dnn Xn b,

gde su ajj, xj,bi € R, zasve i,j = 1,2,...,n, odnosno u
matri¢nom obliku:

Ax =b, A€ Mpn(R), x,beR"

Dve grupe metoda za reSavanje ovog problema:
m direktne,

m iterativne. Mi se njima bavimo.



4 Sistemi nelinearnih jednadina

ReSavamo sistem oblika:

f(x1, x2,...,xn) =0
fa(x1, %2, ..y xn) =0

fo(x1, %2, ...y xp) =0

gde su f; : R” — R neke, u opstem sluéaju, nelinearne funkcije.
Razmatramo dve iterativne metode:
m Metoda iteracije,

m Metoda Njutn-Kantorovida.



5 Polinomska interpolacija

Razmotrimo primer broja stanovnika Beograda kroz godine:

| 1953 | 1961 | 1971 | 1981 | 1991 | 2002 |
| 477982 | 657362 | 899094 | 1087915 | 1133146 | 1119642 |

Potrebno je proceniti broj stanovnika 1994. godine.



5 Polinomska interpolacija

Razmotrimo primer broja stanovnika Beograda kroz godine:

| 1953 | 1961 | 1971 | 1981 | 1991 | 2002 |
| 477982 | 657362 | 899094 | 1087915 | 1133146 | 1119642 |

Potrebno je proceniti broj stanovnika 1994. godine.
m Jedan poznati pristup ovom problemu je aproksimacija
funkcije interpolacionim polinomom.

m Razmatraéemo nekoliko varijanti tog polinoma:
Lagranzov, Njutnov za neekvidistantne i Njutnov za
ekvidistantne &vorove.



6 Polinomska regresija

m Drugachiji vid aproksimacije funkcije od interpolacije:
Najbolju aproksimaciju odredlujemo metodom najmanjih
kvadrata.

m Poseban akcenat je na linearnoj regresiji.
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8 Diferencijalne jednadine

Razmatraéemo Kosijev problem
y'=f(x,y)
y(x0) = yo.

Na osnovu Njutn-Lajbnicove teoreme znamo da je ispunjeno

X

/ y(t)dt = y(x) — y(a),

a

odakle je



8 Diferencijalne jednadine

Razmatraéemo Kosijev problem

y'=f(x,y)
y(x0) = yo.
Na osnovu Njutn-Lajbnicove teoreme znamo da je ispunjeno

/ y(t)dt = y(x) — y(a),

a

odakle je

y(a) =y(X)+/f(t,y(t))dt.

Potrebno nam je znanje kako da izra¢unamo priblizno integral
koji se pojavio.



7 Numeri¢ka integracija

m Bavi¢emo se aproksimacijom integrala takozvanim
kvadraturnim formulama.
m Posebno ¢emo se baviti Njutn-Kotesovim kvadraturnim
formulama:
m Metoda pravougaonika,
m Metoda trapeza,
m Simpsonova metoda.
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8 Diferencijalne jednadine

Metode koje ¢emo razmatrati:

m Ojlerova metoda,

m Metode tipa Runge-Kuta.

> M O e

Euler's Method scene in Hidden Figures




