
Jedna priqa o algebarskim strukturama
• Dodatni materijal iz Matematike 1 •

Zadatak 1: Neka je dat skup G =

{[
cosα − sinα
sinα cosα

]
| α ∈ [0, 2π)

}
, i neka je ∗ operacija

mno�eǌa matrica. Ispitati da li je (G, ∗) grupa. Da li je (G, ∗) Abelova grupa?

Prethodni zadatak je klasiqan zadatak iz ove oblasti, i mo�ete ga ve�be radi
rexiti pre nego xto nastavite sa qitaǌem ovog teksta. Ono qime �emo se mi vixe
baviti je pronicaǌe u to xta stoji iza kulisa ovog zadatka, kako je nekome palo
na pamet da takav zadatak postavi (i zada ga na nekom od ranijih rokova).

Posmatrajmo standardnu jediniqnu kru�nicu u ravni (kru�nica polupreqnika
jedan sa centrom u koordinatnom poqetku O). Za svaku taqku A na toj kru�nici
je odre�en jedan ugao ϕ (slika 1), gde je, kao xto je uobiqajeno, (1, 0) posebno
istaknuta taqka te kru�nice.
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slika 1

Xtavixe, za koordinate taqke A va�i xA = cosϕ, yA = sinϕ. Neka je taqka B
dobijena rotacijom taqke A za ugao ψ oko koordinatnog poqetka (u nastavku se
podrazumeva oko koje taqke se vrxi rotacija). Tada je za ǌene koordinate ispu-
ǌeno (xB, yB) = (cos(ϕ + ψ), sin(ϕ + ψ)). Koriste�i se osnovnim trigonometrijskim
identitetima, vidimo da va�i:

XB =

[
cos(ϕ+ ψ)
sin(ϕ+ ψ)

]
=

[
cosϕ cosψ − sinϕ sinψ
sinϕ cosψ + cosϕ sinψ

]

=

[
cosψ − sinψ
sinψ cosψ

]
·
[
cosϕ
sinϕ

]

=

[
cosψ − sinψ
sinψ cosψ

]
·XA.

(1)



U posledǌem redu se pojavǉuje matrica koja upravo pripada naxem skupu. Takva
matrica je poznata i kao matrica rotacije, iz oqiglednog razloga. Radi lakxeg
zapisa, oznaqimo je sa Rψ.

Ukoliko sada rotiramo taqku B za ugao φ, dobi�emo taqku C koja se mo�e
posmatrati i kao taqka dobijena rotacijom taqke A za ugao ψ+φ. Tada na osnovu
(1) va�i:

XC = Rφ ·XB = Rφ · (Rψ ·XA) = (Rφ · Rψ) ·XA,

pa odatle sledi da je

(2) Rφ+ψ = Rφ · Rψ.

Nimalo sluqajno, dejstvo dve vezane rotacije se opisuje mno�eǌem matrica
rotacije, xto je operacija data u zadatku.

Taqka A sa slike 1 se mo�e posmatrati kao taqka koja je dobijena rotacijom
taqke (1, 0) za ugao ϕ, odnosno svaka rotacija �e biti jednoznaqno odre�ena slikom
te taqke. U daǉem tekstu �emo taqku (1, 0) oznaqavati sa S, jer je ve� posebno
istiqemo, pa bi bio red da je posebno i oznaqimo (mogli smo za ǌenu ulogu da
izaberemo i bilo koju drugu taqku na krugu). Na slici 2 je dat grafiqki prikaz
korix�eǌa operacije ∗ za dve rotacije Rϕ i Rψ:
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slika 2

Prethodna slika bi trebalo da nam u nastavku pru�i dovoǉnu pomo� da odgo-
vorimo na neka pitaǌa, bez da spustimo olovku na papir.



Prevedimo sada zadatak ispitivaǌa da li je struktura (G, ∗) grupa na jezik
rotacija:

1. zatvorenost: Ako uzmemo dva elementa, Rϕ, Rψ, tada je pitaǌe da li element
Rϕ∗Rψ pripada skupu G ekvivalentno tome da li postoji rotacija koja taqku
S xaǉe u krajǌu taqku dobijenu tim dvema rotacijama. Oqigledno je odgovor
potvrdan, jer kakvu god mi kompoziciju rotacija pravili, krajǌa taqka mora
pripadati kru�nici, a taqku S mo�emo odgovaraju�om rotacijom doterati
do bilo koje taqke kru�nice! U ovom konkretnom sluqaju, ta rotacija �e
biti Rϕ+ψ ili, u sluqaju da je ϕ+ ψ > 2π, bi�e Rϕ+ψ−2π.

2. asocijativnost i komutativnost: Kako je ovo u osnovi neformalna priqa,
ovde �emo dozvoliti sebi slobodu da se oslonimo na intuiciju: Poxto smo
izjednaqili elemente skupa G sa rotacijama, trebalo bi da bude jasno da
nam ne pravi razliku kojim redom vrximo rotacije, i da ne postoji neka
prioritetnost me�u vixe rotacija. Za one koji nisu uvereni, formalan
argument sledi iz (2) i komutativnosti i asocijativnosti sabiraǌa realnih
brojeva.

3. neutral: Formuliximo pitaǌe na slede�i naqin: Ako smo ve� izvrxili
jednu rotaciju, za koji ugao treba rotirati dobijenu taqku tako da ona ostane
u mestu? Jasno je vaǉda da to treba da bude nula-ugao. Za taj ugao je
odgovaraju�a matrica rotacije upravo jediniqna matrica. Poxto nixta ne
meǌa, takva rotacija se naziva identiqno preslikavaǌe ili identitet.

4. inverz: Opet se vratimo misaonom eksperimentu. Pretpostavimo da smo izvr-
xili rotaciju za ugao ϕ kojom smo taqku S poslali u neku taqku Aϕ. Pitamo
se sada, znaju�i da je neutral identiqno preslikavaǌe, kakvu rotaciju da
izvedemo pa da taqka Aϕ ode u taqku S? Ponovo, odgovor bi trebalo da je
oqigledan, treba izvrxiti rotaciju za ugao 2π−ϕ, sem u sluqaju da je ϕ = 0,
kada bi i druga rotacija bila za nula-ugao. Sa nekim drugaqijim uslovom
u skupu G, inverzni ugao bi mogao biti −ϕ (razmislite kakav bi tu uslov
mogao da stoji). Dakle, za svaki element skupa G postoji ǌemu inverzni
element u tom skupu.

Na osnovu prethodnih taqaka, sa velikom sigurnox�u mo�emo tvrditi da je
(G, ∗) Abelova grupa. Formalnim, preciznim dokazivaǌem se ta tvrdǌa mo�e
i argumentovati, xto se qitaocu i savetuje. Ono xto je ipak ciǉ ovog teksta
je razvijaǌe neke intuicije o samoj strukturi (G, ∗) i stvaraǌe neke svesti o
geometrijskoj prirodi te strukture.

∗ ∗ ∗

Primetimo da smo mogli da razmatramo i ekvivalentan zadatak u kome bi skup

bio G =

{[
a −b
b a

]
| a, b ∈ R, a2 + b2 = 1

}
. Kasnije �emo razmatrati da li je uslov

a2 + b2 = 1 neophodan.



Razmotrimo jox jedan primer:

Zadatak 2: Neka je dat skup G = {(a, b) ∈ R2 | a2 + b2 = 1}, i neka za operaciju ∗
va�i (a, b) ∗ (c, d) = (ac− bd, bc+ ad). Ispitati da li je (G, ∗) grupa. Da li je (G, ∗)
Abelova grupa?

Ovo je tako�e jedan klasiqan zadatak iz ove teme, koji bi student trebalo bez
problema da zna da rexi. U ovom trenutku se qitalac savetuje da rexi zadatak
na standardan naqin pre nego xto nastavi sa daǉim qitaǌem. Mi se, naravno,
ne�emo samo time zadovoǉiti, jer �elimo da steknemo xiru sliku o ovom zadatku.

Uslov a2 + b2 = 1 u skupu G nam govori da, geometrijski, skup G odgovara
jediniqnoj kru�nici u ravni. Vratimo se na kratko na sliku 2. Oznaqimo koor-
dinate taqke Aϕ sa (a, b) a koordinate taqke Aψ sa (c, d), xto znaqi da je:

(a, b) = (cosϕ, sinϕ),

(c, d) = (cosψ, sinψ).

Tada je

Aϕ+ψ = (cos(ϕ+ ψ), sin(ϕ+ ψ))

= (cosϕ cosψ − sinϕ sinψ, sinϕ cosψ + cosϕ sinψ)

= (ac− bd, bc+ ad),

(3)

xto je upravo rezultat operacije ∗ u skupu G! Dakle, svakom elementu skupa
G odgovara jedna taqka sa jediniqne kru�nice, a na osnovu prethodnog zadatke,
time je odre�ena i jedna rotacija. Na osnovu (3) smo utvrdili da se i operacija
∗ sla�e sa operacijom kompozicije dve rotacije, odnosno u ovom zadatku je opet
skrivena ista priqa o rotacijama koju smo razmatrali i u zadatku 1.

Sada bi trebalo da je intuitivno jasno da je (G, ∗) Abelova grupa. Poxto smo
imali da neutral odgovara rotaciji za nula-ugao, trebalo bi da va�i:

(e1, e2) = (cos 0, sin 0) = (1, 0).

Prate�i taqku 4. iz prethodnog zadatka, oqekujemo da �e inverz elementa (a, b) =
(cosϕ, sinϕ), ϕ 6= 0, da bude element

(a, b) = (cos(2π − ϕ), sin(2π − ϕ)) = (cosϕ,− sinϕ) = (a,−b).

Ako ste formalno ispitali osobine ove algebarske strukture, sigurno ste dobili
te iste vrednosti za neutral i inverz.

∗ ∗ ∗



Umesto realne ravni, mogli smo posmatrati i kompleksnu ravan, odnosno mogli
smo raditi i sa skupom

(4) K = {z ∈ C | |z| = 1}.

Da bismo razmatrali ekvivalentan problem potrebno je i da odredimo odgovara-
ju�u operaciju umesto ∗. Uoqimo slede�u qiǌenicu:

Ukoliko su dati kompleksni brojevi

z1 = a+ bi,

z2 = c+ di,

tada je
z1 · z2 = (a+ bi)(c+ di) = ac− bd+ i(bc+ ad),

odnosno realan i imaginaran deo proizvoda upravo odgovaraju koordinatama
(a, b) ∗ (c, d) u skupu G!

Dakle, problem ekvivalentan zadatku 2 bi bio da ispitamo da li je (K, ·)
Abelova grupa, gde je · operacija mno�eǌa kompleksnih brojeva.

Ono xto nam je omogu�ilo prirodan prelazak na skup kompleksnih brojeva je
to xto postoji oqigledna identifikacija kompleksnog broja sa ure�enim parom:
Realnom delu odgovara prva a imaginarnom druga koordinata - ta dva dela se
suxtinski razlikuju. Samim tim, ne mo�emo zapisati kompleksan broj na dva
razliqita naqina. Pokuxajte da to dovedete u vezu sa primerom sa ve�bi gde je
razmatran skup

{
x+ y

√
2 | x, y ∈ Q

}
(obratite pa�ǌu na to xto su x i y racionalni

a
√
2 iracionalan broj).

∗ ∗ ∗

U svim dosadaxǌim primerima smo radili samo sa jediniqnom kru�nicom, te
smo imali uslov da je moduo svakog elementa skupa jednak 1. Ipak, prethodna
priqa �e va�iti i za maǌe rigidan uslov po kom je dovoǉno da moduo samo bude
razliqit od nule, te �e za istu operaciju ∗ u svakom od sluqajeva, odgovaraju�a
struktura (G, ∗) biti Abelova grupa, xto mo�ete odmah proveriti i sami.

U nastavku �emo ponuditi ideju kako bi se geometrijski moglo do�i do opera-
cije ∗ u skupu G = {(a, b) ∈ R2 | a2 + b2 6= 0}, tako da se za elemente na jediniqnoj
kru�nici radi o istoj operaciji kao i ranije:

Ako je X = (a, b) neka taqka u ravni (element R2) razliqita od koordinatnog
poqetka O, tada ǌoj odgovara taqka

X ′ =

(
a√

a2 + b2
,

b√
a2 + b2

)
koja �e pripadati jediniqnoj kru�nici. Time je definisano preslikavaǌe koje
svaku taqku skupa R2\{O} preslikava na jediniqnu kru�nicu. Ako je |X| =

√
a2 + b2,

tada se X ′ mo�e zapisati kao

(5) X ′ =
X

|X|
.



Ukoliko su X i Y neke dve taqke iz R2 \ {O}, tada je po ranijoj priqi poznato
xta je X ′ ∗ Y ′, jer su to elementi sa jediniqne kru�nice. Ono xto �elimo je da
operacija ∗ bude definisana i na xirem skupu, tako da i X ∗ Y ima smisla. Nije
preterano da oqekujemo da istovremeno va�i

(6) X ′ ∗ Y ′ = Z ′

i

(7) X ∗ Y = Z.

Koriste�i (5), mo�emo da zapixemo (6) kao

X ′ ∗ Y ′ = Z

|Z|
.

Inspirisani time, uze�emo da je |Z| = |X||Y | i:

Z = X ∗ Y := |X||Y |(X ′ ∗ Y ′).

Dakle, ako su X i Y dve taqke iz R2 \ {O}, tada se X ∗ Y dobija na slede�i naqin:

Preslikamo X i Y na jediniqnu kru�nicu, izvrximo odgovaraju�u rotaciju kako
bismo dobili Z ′ = X ′ ∗ Y ′ a zatim skaliramo

−−→
OZ ′ sa |X||Y |, tako da dobijemo

−→
OZ,

odnosno taqku Z = X ∗ Y (slika 3).
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Proverite raqunski da su za X = (a, b) i Y = (c, d) koordinate ovako dobijene
taqke Z bax (ac− bd, bc+ ad)! Pokuxajte da odradite i qitav posao ispitivaǌa da
li je (G, ∗) Abelova grupa samo uz pomo� geometrijske intuicije.


