Jemma nmpuuya o ajrebapcKkuM CTPYKTypaMa

e Jlonatuu marepujas u3 Maremature 1 o
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mHoxcewa mampuya. Menumamu da au je (G, *) epyna. a au je (G, *) Abeaosa epyna?

3anmarak 1: Hexa je dam ckyn G = { { ] | a €0, 2%)}, U HEKA je * Onepauuja

[Iperxonau 3amaTak je KIacudyaH 3aJaTak U3 OBe 00JIaCTU, U MOKeTe Tr'a BexOe paau
peumTr IIpe Hero ITo HaCTaBUTE Ca YUTamkbeM OBOI' TEKCTa. OHO ummMe heMO CE MU BUIIE
0aBUTHU je TIPOHUIAKE Yy TO MITA CTOJU M3a KYJIUCa OBOT 3aaTKa, KAKO je HEKOME TaJjio
HA [AMeT Oa TAKaB 3aJATaK MOCTaBU (M 3ala T'a HA HEKOM OJf PAHUJUX POKOBA).

[TocmaTpajMo cTaHAADAHY je AMHUYHY KPYKHUILY ¥ PABHU (KPYsKHUALA IOJIYIPEUYHUKA
jeman ca meHTpoM y rKoopauHaTHOM moueTky (). 3a cBaky Tauky A HA TOj KPY/KHUIM
je ompeben jeman yrao ¢ (camra 1), rme je, kao mTo je yobuuajeno, (1,0) mocebuo
MCTAKHYyTa TAuKa T€ KDY KHUIE.

cauxa 1

[[Irapumre, 3a koopauHaTe Tauke A Baku ry = cosyp, ya = sinp. Herka je taurka B
nobujena poramujoMm tadke A 3a yrao 1) OKO KOOpIAMHATHOr mOuYeTKa (y HACTABKY Ce
noapasyMeBa OKO KOje Tauke ce Bpumm poranuja). Tanga je 3a meHe KOODAUHATE UCITY-
1BeHo (2p,yp) = (cos(¢ + ¢),sin(¢ + ). Kopucrehu ce ocHOBHUM TpuUroHOMeTpHjCKIM
NICHTUTETMAa, BUANMO [a BarKH:

X [cos(ip + w)] B [cos p Ccost — sin psin ¢]
B =

| sin(¢ + ) sin  cos 1 + cos p sin
1 _ [cosyp —sing cos
(1) ~ [siny  cosv " sing
_ [costp —sin
~ [sing  cosv } X




Y mocienmeM pemy ce IojaBJbyje MaTpUIla KOja yIIpaBO MpuNana HaIeM CcKymy. TakBa
MaTpHUIla je MOo3HaTa U Kao Mampuya pomayuje, U3 OUUIIJIETHOT pa3Jjora. Pamu nakmer
3aIMca, O3HAYUMO je ca Ry.

YKOIUKO cana poTrupaMo Tauvky B 3a yrao ¢, mobmhemo tauky C' kKoja ce MO:ke
mocMaTpaTé ¥ Kao Tauka mobujena poramujom tauke A 3a yrao 1+ ¢. Tana ma ocHOBY
(1) Bazkmn:

Xo =Ry Xp =Ry (Ry-Xa) = (RgRy) - Xa,

ma onaTje cienu Oa je
(2) Rop = Ry - Ry

Humano cayuajro, mejcTBO 1OBe Be3aHe pOTalUje Ce€ ONUCYje MHOXKEHEeM MaTpPUIa
poTanuje, mMTO je omepanvja naTta y 3aIdaTKY.

Tauka A ca cauke 1 ce MOke mocMaTpaTw Kao Tauvyka Koja je mobujeHa poTaluljoM
rauke (1,0) 3a yrao ¢, oqHOCHO cBaka poramnuja he Outu jenHosnauyno onpebena camkom
Te Tauke. Y masseM Tekcry hemo tauky (1,0) o3mauaBatu ca S, jep je Beh moceGHO
ncTuyemMo, na 6m Gmo pen ma je mocebHO M O3HAUMMO (MOTVIM CMO 3a H-eHy YJOry J1a
nzabepeMo u OMIIO KOjy APYTy Tauky Ha Kpyry). Ha caumu 2 je mat rpaduuky mpukas
Kopumhiema onepanuje * 3a ABe poranuje R, 1 Ry:
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cauka 2

[Iperxonua cauka 6u Tpebasio ma HAM y HACTABKY IPY:KU JOBOJBHY MOMON ma oaro-
BOPUMO Ha HEKa MUTama, 0e3 [a CIyCTUMO OJIOBKY HA HAIUD.



[IpeBemuMo canma 3amarTak UCOUTUBAmA Oa jau je crpykrypa (G, *) rpymna Ha je3uk
poramnuja:

1. sameopenocm: Axo yamemo nBa enemeHTa, R,, Ry, Tana je IUTame Oa JU €JIeMEHT
R, * Ry npunana ckyny GG €KBUBAJEHTHO TOME Ja JIU IOCTOjU POTAINM]ja KOja TauKy
S maJme y Kpajimy Taukry mobujery TuMm aema potanujama. OuuriemsHo je OaroBop
MMOTBPIaH, jep KaKBY I'OJl MU KOMIIO3UIIA]y POTaIlAja IPaBUINd, Kpajlkba Tauka MOpa
NPUNATATA KPYKHUIM, a TAYKy S MOKeMO oarosapajyhom poramujoMm moreparu
o O6miio Koje Tauke KpyskHUIE! Y OBOM KOHKPETHOM Ciyvajy, Ta poranuja he
outu R4y UIn, y caydajy ma je ¢+ > 27, ouhe Ryyyp_or.

2. acouujamuerocm u Komymamusrocm: Karo je oBO y OCHOBU He(OpMaJHA IPUYA,
oBae hemo mo3BoauTu cedbu caobOIy Ha ce OCJAOHMMO Ha mHTyurujy: [lomTo cmo
u3jenHauynau ejgeMente ckyma (G ca poranujama, Tpebasio Ou ma Oyme jacHO ma
HaM He TPaBU PAa3JIMKY KOJUM PeIoM BPIIUMO pOTaluje, W a He MOCTOjU HEKA
npuopurerHoct Mebhy Bume poranuja. 3a OHe KOjU HUCY yBepeHU, (opMajaH
apryMeHT CJIeou U3 1 KOMYTaTUBHOCTU U aCONUjaTUBHOCTY CAbUpama peaTHux
OpojeBa.

3. neympan: Popmynumumo nuTame Ha ciaemnehwm mauun: Ako cMo Beh u3BpmmIM
jemHy poTalujy, 3a Koju yrao Tpeba poTupaTu f00UjeHy TadyKy TAKO Aa OHA OCTAHEe
y Mmecty? JacHo je Basmma ma To Tpeba ma Oyme Hydaa-yrao. 3a Taj yrao je
oarosapajyha marpumna poranuje yopaBo jeauHuYHa Marpuia. llomTo HumTa He
Mela, TaKBa pOTallija Cce Ha3WBa MUIACHTUYHO MPECIUKABAKE WU UICHTUTET.

4. uneeps: Omer ce BpaTuMO MUCAOHOM ekcrepumenTy. [IpermocraBuMo ma ¢MO U3Bp-
MMM POTANMjy 3a Yyrao ¢ KOjOM CMO Taduky S mocaann y Hexy Tauky A,. IImramo
ce cama, 3Hajyhum ma je HeyTpaJ UIACHTUYHO MPECIUKABAIE, KAKBY POTAIUjy A4
n3BeneMo na na tadka A, ome y tauxy S? IlomoBo, omrosop 6m Tpebano ma je
ouurienaH, Tpeda U3BPIIMTU POTAIM]Y 3& yrao 2w —p, ceM y ciydajy na je ¢ =0,
Kaga Ou u npyra poranuja owia 3a HyJda-yrao. Ca HEKUM APYradujuM yCJIOBOM
y ckymy (G, mHBep3HU yrao 6mu Morao 6utu —¢ (pas3mMucinTe KakaB OU Ty yCIOB
Morao na croju). Jlakne, 3a cBaku eseMeHT ckyna (G TOCTOjU H-eMy WUHBEDP3HU
€JIeMEHT Y TOM CKYIIY.

Ha ocHoBy mpeTxomHmx Tadaka, Ca BEJIWKOM CUTYDPHONINY MOYKEMO TBPAWTU 14 j€
(G,*) Abenosa rpyma. ®PopmaigHuUM, OPENU3HAM IOKA3UBAKEM Ce Ta TBPIHbA MOKE
1 apryMEHTOBAaTU, IITO Ce€ YMTAoly u caseryje. OHO mTO je MIakKk OUJL OBOT TEKCTA
je pasBujame Heke MHTyunuje o camoj cTpykrypu (G,*) m cTBapame HEKe CBECTH O
reOMeTPUjCKO] TPUPOIA T€ CTPYKTYPE.

HpI/IMeTI/IMO da CMO MOIJIM Oa pa3MaTpaMO M €KBUBAJICHTaH 3aJaTaK Yy KOME ou CRYII

a —b
6I/IOG—{L) a

a’® + b*> = 1 meonxomam.

|la,b eR, a®> +1? = 1}. KRacuuje hemo pasmarpaty mga am je ycJOB



PasmoTpumo jomr jeman mpumep:

Banmarak 2: Hexa je dam cxyn G = {(a,b) € R? | a®> +V* = 1}, u nexa 3a onepayujy *
saxcu (a,b) * (c,d) = (ac — bd, bc + ad). Hcnumamu da au je (G, *) epyna. Ha au je (G, *)
Abenosa zpyna?

OBo je Takobe jeman kmacuyaH 3aJaTak U3 OBe TeMe, KOju Ou cTyneHT Tpebaso 6e3
npobieMa ma 3HA Oa pemu. Y OBOM TPEHYTKY C€ YUTAJIAIl CABETYje Oa PEIM 3aJaTak
Ha CTaHOapOdaH Ha4YMH IIPpE€ HEro ImTO HaCTaBUW Ca OaJ/bMM YNTaH-CM. MI/I ce, HapaBHO,
HehemMo caMo TuMe 3a10BOBUTH, jep KeIUMO Ia CTEKHEMO MDY CJIUKY O OBOM 3aIaTKY.

Ycnos a? + > = 1 y ckyny G HaMm roBopu ma, reoMeTpujcku, ckyn G oaroapa
jeIMHUYHO] KPYKHUNM y PaBHU. Bpartumo ce Ha KpaTko Ha cauky 2. O3HAUMMO KOOD-
muHaTe Tauke A, ca (a,b) a koopauaaTe Tauke Ay ca (c,d), mTO 3HAUM Oa je:

(a,b) = (cos p,sin @),
(¢,d) = (cosp,sin).

Tana je

Apiy = (cos(p +¢),sin(p + ¢))
(3) = (cos p cos Y — sin p sin 1, sin p cos 1) + cos @ sin 1Y)
= (ac — bd, bc + ad),

mTO je ympaBo pesyiarar omepamnuje x y ckyny G! Ilakme, cBaKOM €JeMEHTY CKyIa
G omromapa jemHa TauvkKa Cca jeIUHUYHE KPY/KHUIE, & HA OCHOBY IPETXOMIHOT 3aIaTKe,
tume je onpebena u jemna poramuja. Ha ocHoBy CMO YTBPAWJY & C€ W OIepaluja
* CJayKe ca OIepaldjoM KOMMIO3UIje ABEe POTallije, OMHOCHO Yy OBOM 3aJIaTKYy j€ OIeT
CKpWBEHa UCTa IIpWdYa O poTalujaMa KOjy CMO pa3MaTpaJjud U Y 3amdaTKy 1.

Cana 6u Tpebaino na je mHTYUTHUBHO jacHOo na je (G, *) AGemosa rpyma. Ilomro cmo
“MaJii [a HEyTpaJ OAroBapa POTAlUjU 3a HyJa-yrao, Tpebaso Ou ma Basku:

(e1,€e2) = (cos0,sin0) = (1,0).

[Tparehn Tauky 4. U3 IPETXOMHOr 3a4aTKa, OYEKyjeMO na he mHBep3 esemenTa (a,b) =
(cosp,sing), ¢ # 0, na Gyme ereMeHT

(@,b) = (cos(2m — ), sin(27 — )) = (cos @, —sin @) = (a, —b).

AxKO cTe pOopMATHO UCTUTAIN OCOOMHE OBe aarebapcke CTPYKTYpe, CUT'yPHO ¢Te Ho0umIm
T€ MCTEe BPEIHOCTU 3a HEyTpaJ U UHBEP3.



Y MecTo peajiHe paBHU, MOTJIA CMO ITIOCMAaTPATU U KOMIJIEKCHY paBaH, OJHOCHO MOTJIN
CMO PaIUTUA U Ca CKYIIOM

(4) K={zeC||z| =1}
Ila bucmo pa3maTpaJju eKBUBaJEeHTAH IpobiieM MOTPebHO je U Ja OApeauMO OATrOoBapa-
jyhy omepamujy ymecTto *. Youumo cieneny UUmEHUILY:
YKOJIMKO Cy OaTy KOMIIJIEKCHU OpOjeBU
21 = a + bi,
¢+ di,

zZ2

Tama je
21 - 29 = (a+ bi)(c+ di) = ac — bd + i(bc + ad),

OIHOCHO peajlaH M MMarvHapaH IeO IPOM3BOJA YIPABO OAroBapajy KOODIMHATAMA
(a,b) % (c,d) y cryny G!

Ilakne, mpoGieM eKBUBaJIeHTAH 3a4aTKy 2 6u 6wmo na wcnuramo ma au je (K -)
AGesoBa rpyma, rme je - omepaluja MHOKEHa KOMIIEKCHUX OpojeBa.

Omo mro HaM je omoryhwuiio mpupoman mpesga3ak Ha CKYI KOMIUIEKCHUX OpojeBa je
TO IITO MOCTOjU OYUIJIeNHA MAEHTUPUKANIja KOMIIJIEKCHOT Opoja ca ypebenmnm mapowm:
PeamnoMm nmeny oaroBapa mpBa a MMarmHapHOM APYTa KOOPIWHATA - Ta IOBA Mejia Ce
CcymTUHCKN paziukyjy. Camum TuM, HE MOKEMO 3amucaTh KOMILJIEKCAH OpOj Ha 1aBa
pasznnunTa HauymHa. [lokymajre ma To moBenmeTe y Be3y ca IPUMEPOM ca BeXOU rie je
pasMaTpaH CKyI {z + yV2 | z,y € Q} (o6parure naxmy Ha TO IITO Cy & U Y PAIMOHAJHN

a v/2 upamuonanan 6poj).

* * *

Y CcBUM OOCamallibUM IIPUMEPUMa CMO PAAUIN CAMO Ca jeAMHWYHOM KPY:KHUIIOM, Te
CMO MMaJI yCJOB Ia je MOIYO CBAKOI' ejeMeHTa cKyna jemHak 1. Mmak, mperxomHa
npudya he BaKUTHU U 32 Mame PUTKIAH yCJIOB IO KOM je NOBOJLHO Ia MOLYO caMo Oyne
pa3IuyuuT O HyJe, Te he 3a UCTY OIepalujy * y CBAKOM OJ ClydajeBa, oarosapajyha
crpykrypa (G, ) outu AGesoBa rpyma, mITO MOKETE OAMAaX MPOBEPUTU U CAMMU.

Y HacTaBKy hemo MOHYyIWUTU UOEjy KAKO OU ce TeOMeTPHjCKU MOrJyo nohum mo omepa-
muje *x y ckyny G = {(a,b) € R? | a®> + b* # 0}, Tako ma ce 3a eJeMeHTe Ha jeIUHUYHO]
KPY/KHUII DAV O UCTOj ONepalurju Ka0 U paHuje:

Axo je X = (a,b) mexa Tauka y pasuu (emement R?) paziuuura o1 KOODAUHATHOT
nmouerka (), Tama HOj OArOBapa TaUKa

Xt — ( a b )
Va2 + b2 Va? + 12
koja he mpunanatm jequHUYHO] Kpy:kHUIM. TuMe je mepmHMCAHO IpecIUKaABaH€ KOje
cBaky Tauky ckyna R?\{O} npeciukasa Ha jemuuuuny kpy:xauly. Axo je |X|= Va2 + b2,
Tana ce X' Moske 3ammcaTy Kao

(5) X' ==



Yronuko cy X m Y Heke gse tauke mz R?\ {O}, Tama je mo paHujoj mpuuu mO3HATO
mra je X' *Y’, jep cy TO enemenTu ca jemuauune KpyskHune. OHO IMTO KEJIUMO je Ia
omepanuja * Oyne mepuHVCaHaA U HA MMUPEM CKyIly, Tako na m X * Y mMma cmmcaa. Huje
IPETEPAHO Ja OYEKY]eMO Ia MCTOBPEMEHO BayKU

(6) X'xY' =7
u
(7) X*xY =27
Kopucrehn , MOKEMO [1a 3aIIUIIEMO @ Kao
A
X' xY = —.
17|

WNucnupucann tume, yzehemo na je |Z] = | X||Y] n:
Z=XxY = |X||Y|(X"xY").
Haxne, ako cy X u Y mse tauke uz R?\ {O}, Tana ce X *xY nob6uja ma cienehiu mauun:

I[Ipecnurkamo X m Y Ha jemMHWUUYHY KPY/KHUILY, U3BPIIMMO OJroBapajyhy poTtanujy Kako

6ucmo mobunu Z' = X'+ Y’ a 3arum ckanmupamo OZ' ca |X||Y|, rako ma mobujemo OZ,
onHOCHO Tauky Z = X * Y (ciaura 3).

Y X
Z v
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!
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cauxa 3

[Iposepure pauyucku na cy 3a X = (a,b) u Y = (¢,d) roopaunare oBako nobujene
tauke Z Gam (ac — bd, bc+ ad)! Tlokymajre ma ogpamure u YnTaB MOCAO UCIUTUBAKA 1A
au je (G,*) Abenosa rpyma camo y3 moMoh reoMerpujcke MHTYULUjE.



