
Vandermondova matrica i polinomska interpolacija
• Dodatni materijal iz Matematike 1 •

Vandermondova matrica

Naredna kvadratna matrica reda n+ 1 je poznata kao Vandermondova matrica:
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Ono qime �emo se najpre baviti je raqunaǌe determinante ove matrice, a to �emo izvesti
korix�eǌem osobina determinante. Poznato je da ako nekoj vrsti, odnosno koloni dodamo neku
drugu vrstu, odnosno kolonu pomono�enu realnim brojem, determinanta ne meǌa svoju vrednost.

Za poqetak, (n + 1)-oj koloni �emo dodati n-tu kolonu pomno�enu sa −x0. Sliqno, n-toj
koloni �emo dodati (n − 1)-u kolonu pomno�enu sa −x0, i nastavǉaju�i proces za sve ostale
kolone, na kraju �emo drugoj koloni dodati prvu pomno�enu sa −x0. Dakle, va�i:

detVn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 . . . 0
1 x1 − x0 x2

1 − x0x1 . . . xn
1 − x0x

n−1
1

1 x2 − x0 x2
2 − x0x2 . . . xn

2 − x0x
n−1
2

...
...

...
. . .

...
1 xn − x0 x2

n − x0xn . . . xn
n − x0x

n−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 . . . 0
1 x1 − x0 (x1 − x0)x1 . . . (x1 − x0)x

n−1
1

1 x2 − x0 (x2 − x0)x2 . . . (x2 − x0)x
n−1
2

...
...

...
. . .

...
1 xn − x0 (xn − x0)xn . . . (xn − x0)x

n−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Daǉe, koriste�i Laplasov razvoj za prvu vrstu, a zatim i qiǌenicu da u dobijenoj determinanti
svi elementi jedne vrste imaju zajedniqki qinilac, dobijamo:
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Na osnovu prethodnog smo pokazali da va�i
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gde je
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(xi − x0) := (x1 − x0)(x2 − x0) · · · (xn − x0),

odnosno Vn−1 je opet jedna Vandermondova matrica, samo za red maǌa! Primeǌuju�i ponovo
prethodni postupak, mo�emo pokazati da je

detVn−1 = (x2 − x1) · · · (xn − x1)
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odnosno opet smo sveli problem na raqunaǌe determinante Vandermondove matrice maǌeg reda.
Ovaj postupak �emo ponavǉati sve dok ne stignemo do

detV1 = (xn − xn−1) detV0 = xn − xn−1,

jer je detV0 = det[1] = 1. Konaqno, uzevxi sve u obzir imamo da va�i
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xto se mo�e kra�e zapisati i kao:

(1) detVn =
∏

0≤j<i≤n

(xi − xj).

Polinomska interpolacija

Posmatrajmo jedan realan problem. U narednoj tabeli je dat broj stanovnika u Beogradu u
razliqitm godinama. Potrebno je npr. proceniti broj stanovnika 1969. godine, kada je doneta
odluka o osnivaǌu Fakulteta organizacionih nauka.

1953 1961 1971 1981 1991 2002 2011
477982 657362 899094 1087915 1133146 1119642 1233796

Prethodni zadatak �emo razmatrati u jednom opxtijem ruhu. Pretpostavimo da nam je poznata
vrednost neke funkcije f u me�usobno razliqitim taqkama (qvorovima) x0, x1, ..., xn, ali ne i
sama funkcija. Razumno je pretpostaviti da je funkcija relativno ,,lepa”, npr. neprekidna, te da
ima smisla baviti se problemom (vrednosti funkcije nisu nasumiqne). Ciǉ nam je da odredimo



funkciju koja predstavǉa aproksimaciju nepoznate funkcije tako da imaju iste vrednosti u datim
taqkama.

U ovom tekstu �emo tu aproksimacionu funkciju tra�iti u skupu polinoma. Ono xto se
odmah name�e kao pitaǌe je da li takav polinom uopxte postoji. Potvrdan odgovor daje naredna
teorema:

Teorema Postoji jedinstven polinom stepena ne ve�eg od n, za koji va�i

Pn(xk) = f(xk), k = 0, 1, ..., n,

za unapred poznate parove (xk, f(xk)), k = 0, 1, ..., n, uz uslov xi 6= xj za i 6= j.

Dokaz: Pokaza�emo da postoji polinom Pn(x) = a0+ a1x+ · · ·+ anx
n, koji ispuǌava tra�eni

uslov. Ono xto je nax zadatak zapravo je da poka�emo da postoji jedinstvena n+1-torka brojeva
(a0, a1, ..., an) za koju je ispuǌeno:
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Egzistencija i jedinstvenost rexeǌa ove matriqne jednaqine, odnosno sistema jednaqina, upravo
zavisi od toga da li je matrica sistema regularna. Me�utim, matrica sistema je Vandermondova
matrica o kojoj je bilo reqi ranije, pa poxto va�i xi 6= xj , i 6= j, to iz (1) oqigledno sledi da
je ǌena determinanta razliqita od nule! Time smo direktno dokazali i tvr�eǌe teoreme.

Polinom iz prethodne teoreme je poznat i kao interpolacioni polinom stepena n, a mo�e se
pokazati i da je on eksplicitno dat sa
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(2)

Dakle, vrednost nepoznate funkcije f u nekoj taqki x∗, razliqitoj od datih taqaka xi, i =
0, 1, ..., n, se aproksimira vrednox�u Pn(x

∗) koja se jednostavno raquna iz formule (2).

Vra�aju�i se na poqetni zadatak, gde qvorovi predstavǉaju godine, a vrednosti funkcije pred-
stavǉaju broj stanovnika u odgovaraju�oj godini, 1969. godine je u Beogradu bilo pribli�no
850438 stanovnika.


