
Ojlerov broj e je iracionalan
• Dodatni materijal iz Matematike 1 •

Jedan od najpoznatijih brojeva u matematici je svakako Ojlerov broj e. Iako
nosi Ojlerovo ime, ovaj znaqajan broj se u matematici pojavǉuje dosta ranije, u
radovima matematiqara 17. veka na temu logaritama. U radu Jakova Bernulija,
predstavnika istaknute porodice matematiqara i fiziqara, broj e se, neoqeki-
vano, pojavǉuje kao graniqna vrednost niza koji je Bernuli izuqavao dok se bavio
pitaǌem kamata.

Broj e predstavǉa slede�u graniqnu vrednost:
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Konvergentnost gorǌeg niza je pokazana u u
beniku iz Matematike 1.

Broj e ima jox dosta zanimǉivih osobina, od kojih je neke pokazao upravo
Ojler, te se broj s pravom dovodi u vezi sa ǌegovim imenom. Podsetimo se po-
znatog Ojlerovog identiteta:

eiπ + 1 = 0.

Va�i i slede�i identitet:
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gde je k! (k faktorijel) proizvod svih prirodnih brojeva izme�u 1 i k. Specijalno,
0! = 1. Iz ovog identiteta se mo�e utvrditi da je e ∈ (2, 3): Sa jedne strane, jasno
je da je e > 2, a sa druge imamo:
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Prethodno izvo�eǌe je bilo malo neformalno, ali nam za formalizam treba
znaǌe pojma reda, xto je ipak gradivo Matematike 2. Mo�e se pokazati da je
e = 2.7182818...

Tako�e, broj e mo�e videti i kao vrednost f(1), gde je f jedinstvena funkcija
koja zadovoǉava jednaqinu f ′(x) = f(x), x ∈ R, uz uslov f(0) = 1. Ta funkcija je
upravo nama poznata kao f(x) = ex.

Ono xto �e nama u nastavku biti najznaqajnije je znaǌe dela gradiva u vezi sa
Maklorenovim polinomom, i Lagran�ovim oblikom ostatka tog polinoma. Naime,
funkcija f(x) = ex je beskonaqno diferencijabilna, i za proizvoǉno k ∈ N i x ∈ R
va�i
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za neko θ ∈ (0, 1). Specijalno, za x = 1 je ispuǌeno
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Doka�imo sada da je e zaista iracionalan broj: Pretpostavimo suprotno, da
postoje m,n ∈ N, takvi da je e =

m
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Mno�eǌem obe strane sa n!, dobijamo
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odakle zakǉuqujemo da mora va�iti
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∈ N. Kako je θ ∈ (0, 1), to je
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odnosno mora postojati prirodan broj izme�u
1

n+ 1
i

3
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. Jasno je da to ni-

je mogu�e ukoliko je n ≥ 2. Sa druge strane, ako je n = 1, onda mora biti
e =

m

1
= m ∈ N, xto nije mogu�e, jer smo ve� utvrdili da je e ∈ (2, 3). Time

smo dobili kontradikciju sa pretpostavkom da je e racionalan broj, qime smo
pokazali tvr�eǌe iz naslova!

Navedimo jox za kraj da je, osim xto je iracionalan, broj e tako�e i trans-
cendentan broj, xto znaqi da nije koren nikojeg (ne-nula) polinoma sa racional-
nim koeficijentima.


