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m Cesto se u praksi javlja potreba da se umesto neke funkcije f
koristi neka njoj bliska funkcija g. Na primer, moZe se desiti da
je funkcija previse komplikovana za neku upotrebu ili da nema
neka zgodna matemati¢ka svojstva, poput diferencijabilnosti
ili konveksnosti.Takode, Cest je problem da su nam samo
poznate vrednosti funkcije na konaénom skupu talaka.

m Kriterijumi kvaliteta aproksimacije mogu biti razli€iti, i zavise
od konkretnog slu¢aja. Uobicajene su ideje da se ili
minimizuje razli¢itost funkcije i njene aproksimacije na celom
intervalu definisanosti, ili na nekom njegovom podskupu.

m Prirodna je ideja aproksimacije funkcije polinomom (primer -
Tejlorov polinom).
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Problem

Razmotrimo primer broja stanovnika Beograda kroz godine:

| 1953 | 1961 | 1971 | 1981 | 1991 | 2002 | 2011 |
| 477982 | 657362 | 899094 | 1087915 | 1133146 | 1119642 | 1233796 |

Potrebno je proceniti broj stanovnika 1994. godine.
m Funkcija broja stanovnika u zavisnosti od godine ima poznate
vrednosti u kona¢no mnogo talaka (zadata je tabelarno).
m Funkciju ¢emo aproksimirati polinomom.
m Smatraéemo da je aproksimacija kvalitetna ako se vrednosti
polinoma poklapaju sa vredno$¢u funkcije u datim tackama
(godinama).
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Teorema: Neka su poznate vrednosti (x;, f(x;)), i =0,1,...,n.
Tada postoji tatno jedan polinom stepena ne veceg od n, Pp(x),
za koji vazi P,(x;) = f(x;), i =0,...,n.

Vrednosti x; nazivamo &vorovima interpolacije, a polinom P,(x)
interpolacionim polinomom funkcije f.

Za gresku interpolacije, Ry(x) = f(x) — Pn(x), vaZi ocena:

Mn+1

[Ra(x)| < (n+1)!

|(x = x0)(x = x1) -+ (x = xa)l,

gde je Mn+1 = MaXs<x<b |f(”+1)(x)|_
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LagranZov interpolacioni polinom

Jedinstveni interpolacioni polinom funkcije f se moze zapisati kao

(x = %0) - (=) =) (X =) g
Ok — x0) -+ Otk — xk—1) %k — k1) - Ok — Xn)

i u tom obliku se naziva LagranZov interpolacioni polinom.
Interpolacinim polinomom koji formiramo iz podataka o broju
stanovnika u Beogradu moZemo proceniti da je u Beogradu bilo
1126212 stanovnika 1994. godine.
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Podeljene razlike

Definisemo podeljene razlike na sledeéi nadin:
f(xip1) — f(xi)

m fxi, xiy1] = - prvog reda u &voru Xx;.
Xi+1 — Xi
flxie1, xie2] — F[x;, i1
B f[x;, Xis1, Xi42] = i1, )’<+2] x-[ i Xi+1] - drugog reda u
+2 — A
¢voru X;.
. e

FlXias oo fikd = FIXis oo Xipaa]
Xithk — Xi

u f[Xi7Xi+17 ceey XH-k] =

k-tog reda u ¢voru x;.
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Podeljene razlike se obi¢no definisu za neekvidistantne &vorove.
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Koristeéi vrednosti prvih elemenata svake kolone u tabeli, sem prve

X0 f(Xo)
f[x0, x1]
X f(x1) Fxa, %] f[x0, X1, X2]
Xo f(x2) _ F[X05 X1y vy Xn]

f[Xn—2aXn—1a Xn]

f()-<n) [Xn—1,Xn]

Xn

interpolacioni polinom se moZe zapisati u obliku:

Pn(x) = f(x0) + f[x0, x1](x — x0) + f[x0, x1, x2](x — x0)(x — x1)+

oo X0, X1y ooy Xn| (X — x0) (X — x1) -+ (X — Xn—1),

i tada ga zovemo Njutnovim interpolacionim polinomom za
neekvidistantne ¢vorove.
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Konaéne razlike

m Neka su poznati &vorovi interpolacije i vrednosti y; = f(x;),
i=0,1,....n.

m U sluéaju kada su ¢vorovi interpolacije ekvidistantni, tj. vaZi
Xi+1 — Xj = h = const odnosno x; = xg + ih, tada se umesto
podeljenih koriste konacne razlike:

B Ay; = yiy1 — ¥ - prvog reda za &vor x;.
A?%y; = A(Ay;) = Ay;1 — Ay; - drugog reda za &vor x;.
AFy; = A(AF=1y)) = ARty — AR 1y, - k-tog reda za &vor

Xj.

m Veza izmedu podeljenih i kona¢nih razlika:

Aky;

f[Xi, '--aXH-k] = K hk
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Konatne razlike se takode obi¢no predstavljaju tabelom:

i x [ Ay A%y, Amy;
0 X0 Yo
A
1 x1 Y1 Ayo A2y
2 X2 2 7 . n
Y : Ay
) A2Yn72
n | x| ye | B
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| Njutnov interpolacioni polinom za ekvidistantne ¢vorove

Ako uvedemo s = X _hXO, tada se interpolacioni polinom moze
zapisati kao

A2 A"
yo + Ayos + yos(s—l)—i—-"—k |yos(s—1) (s—n+1)

! n!

m Koristi se kad je x blizu poletka intervala interpolacije.
m Za gresku interpolacije vaZi ocena:
Mn+1

|Rn(x)] < [CE]]

|h"ls(s —1)--- (s — n)].

m Koristi se i aproksimativna greska:

Rl = P (s = 1) (s b
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Il Njutnov interpolacioni polinom za ekvidistantne ¢vorove

Ako uvedemo s = X _hX", tada se interpolacioni polinom moze
zapisati kao

A%y, A"
Yn+Ayn_15+ ;" 25(s+1)+--+ n'yos(s—l—l)---(s—kn—l).

m Koristi se kad je x blizu kraja intervala interpolacije.
m Aproksimativna greska:

maxX; \Ak"'ly;

R~ S (s 1) s 4
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I Njutnov polinom:

i X; yi Ay; A%y Ay
0 Xo Yo
A
1 X1 yi Ayo A?yq
2 X /1 . .. n
2 Y2 . . JAN Yo
: : : A2_yn—2
0| x| oye | BV

I Njutnov polinom:

i X; yi Ay; A%y Ay
0 Xo Yo
A
1 X1 yi Ayo A?yq
2 X 7 . .. n
2 Y2 . . JAN Yo
: : Az)/an
0| x| oye | BV
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Inverzna interpolacija

m Pretpostavimo da je tabelarno zadata strogo monotona
funkcija f : [a, b] — R:

xx | x| 2 || x

f(xo) ‘ f(x1) ‘ f(x2) ‘ ‘ f(xn)

m Zadatak nam je da odredimo za koju vrednost x e vaZiti
f(x) =y, gde je y unapred zadat broj.

m Neka je yi = f(x;).

m Posto je f strogo monotona, ona je i inverzibilna, pa postoji
f~Yivazix;=f"y), i=0,1,....n.

m Zadatak nam postaje da odredimo (priblizno) vrednost

f~1(y). U tu svrhu éemo koristiti klasi¢an interpolacioni
polinom, samo za funkciju 1



