
1. GRUPA

1. Rexiti diferencijalnu jednaqinu

xy′ = 2
√

y(x2 + 2
√

y) .

Rexeǌe: Data jednaqina je ekvivalentna sa Bernulijevom jednaqinom y′− 4
x

y = 2xy1/2. Za y 6= 0,

smenom z = y1/2 , tj. y = z2 , Bernulijeva jednaqina se svodi na linearnu diferencijalnu

jednaqinu z′ − 2
x

z = x . Iz z = e
∫ 2

x dx(C +
∫

xe−
∫ 2

x dx dx) dobijamo rexeǌe linearne jednaqine,

z = x2(C + ln |x|) . Vra�aǌem smene z = y1/2 dobijamo opxte rexeǌe polazne diferencijalne
jednaqine, y = x4 ln2 |C1x| . Nije texko primetiti da je y = 0 ǌeno singularno rexeǌe.

2. Odrediti opxte rexeǌe sistema diferencijalnih jednaqina

x′ = x + y
y′ = −y + z
z′ = −4x − 6y + 2z

.

Rexeǌe: Iz karakteristiqne jednaqine det(A − λI) = 0 , tj. −λ(λ2 − 2λ + 5) = 0 ,
dobijamo sopstvene vrednosti matrice A : λ1 = 0 i λ2,3 = 1 ± 2i . Za λ1 = 0 , iz

sistema
a + b = 0

−b + c = 0
−4a − 6b + 2c = 0

nalazimo sopstveni vektor
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
 , odakle je

X1 =



−1
1
1


 eλ1t =



−1
1
1


 . Za λ2 = 1 + 2i , iz sistema

−2ia + b = 0
(−2− 2i)b + c = 0

−4a − 6b + (1− 2i)c = 0

dobijamo


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a
b
c


 = a


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1
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
 , odakle je Xkom =


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1
2i

4(i− 1)


 eλ2t =




1
2i

4(i− 1)


 et(cos 2t + i sin 2t) .

Nakon sre�ivaǌa dobijamo Xkom =




cos 2t
−2 sin 2t

−4(cos 2t + sin 2t)


 et + i




sin 2t
2 cos 2t

4(cos 2t− sin 2t)


 et , pa je

X2 =




cos 2t
−2 sin 2t

−4(cos 2t + sin 2t)


 et i X3 =




sin 2t
2 cos 2t

4(cos 2t− sin 2t)


 et . Na kraju, opxte rexeǌe je

X = C1X1 + C2X2 + C3X3 , odnosno
x = −C1 + [C2 cos 2t + C3 sin 2t]et

y = C1 + 2[C3 cos 2t− C2 sin 2t]et

z = C1 + 4[C3(cos 2t− sin 2t)− C2(cos 2t + sin 2t)]et
.

3. Izraqunati
∫

C+

1
sh z

dz , ako je C = {z : |z| = 5} .

Rexeǌe: Funkcija f(z) =
1

sh z
nije definisana u z ∈ C ako i samo ako je sh z = 0 ⇔

ez − e−z

2
= 0 ⇔ e2z = 1 ⇔ 2z = Ln 1 ⇔ 2z = 2kπi ⇔ z = kπi . To znaqi da su z = 0

i z = ±πi singularne taqke f-je f(z) koje pripadaju oblasti koju ograniqava kontura C .

Kako je lim
z→0

zf(z) = lim
z→0

z

sh z

l.p.== lim
z→0

1
ch z

=
1

ch 0
= 1 , z = 0 je pol 1. reda i Res

z=0
f(z) = 1 . Za

z = πi imamo lim
z→πi

(z − πi)f(z) = lim
z→πi

z − πi

sh z

l.p.== lim
z→πi

1
ch z

=
1

ch πi
= −1 , pa je z = πi tako�e



pol 1. reda i Res
z=πi

f(z) = −1 . Na sliqan naqin se dobija da je i z = −πi pol 1. reda i

Res
z=−πi

f(z) = −1 . Sledi
∫

C+

1
sh z

dz = 2πi

(
Res
z=0

f(z) + Res
z=πi

f(z) + Res
z=−πi

f(z)
)

= 2πi(1− 1− 1) = −2πi .

4. Primenom Laplasove transformacije rexiti jednaqinu

y′′ + y′ = 4 sin2 t ,

ako je y(0) = y′(0) = 1 .

Rexeǌe: Neka je y(t) L−→ Y (s) . Tada je y′′ L−→ s2Y (s) − s y(0) − y′(0) = s2Y (s) − s − 1 i

y′ L−→ s Y (s) − y(0) = s Y (s) − 1 . Tako�e je 4 sin2 t = 4 · 1− cos 2t

2
L−→ 2

s
− 2s

s2 + 22
. Nakon delova-

ǌa Laplasove transformacije na datu diferencijalnu jednaqinu, dobijamo algebarsku jednaqinu

(s2Y (s)− s− 1)+ (s Y (s)− 1) =
8

s(s2 + 22)
, qije rexeǌe je Y (s) =

s4 + 2s3 + 4s2 + 8s + 8
s2(s + 1)(s2 + 4)

. Metodom

neodre�enih koeficijenata dobija se Y (s) =
2
s2

+
3
5
· 1
s + 1

+
2
5
· s− 1
s2 + 4

.

Tra�ena funkcija y(t) je inverzna Laplasova transformacija funkcije Y (s) . Korix�eǌem

tabliqnih Laplasovih transformacija dobija se y(t) = 2t +
3
5
e−t +

2
5

cos 2t− 1
5

sin 2t .

2. GRUPA

1. Rexiti diferencijalnu jednaqinu

y′(4 sin3y + x ctg y) = 1 .

Rexeǌe: Uzimaju�i da je x = x(y) i y′(x) =
1

x′(y)
, data jednaqina se svodi na linearnu

diferencijalnu jednaqinu x′ − x ctg y = 4 sin3y . Iz x = e
∫

ctg y dy(C +
∫

4 sin3y e−
∫

ctg y dy dy) , re-

xavaǌem integrala
∫

ctg y dy = ln |siny| i
∫

sin2y dy =
1
2
y−1

4
sin 2y, dolazimo do opxteg rexeǌa

polazne diferencijalne jednaqine: x = sin y(C + 2y − sin 2y) .

2. Odrediti opxte rexeǌe parcijalne diferencijalne jednaqine

xyz′x + (x2 − xy + y2)z′y = (x + y)2 .

Rexeǌe: Pridru�eni sistem date parcijalne jednaqine je
dx

xy
=

dy

x2 − xy + y2
=

dz

(x + y)2
. Iz

jednakosti
dx

xy
=

dy

x2 − xy + y2
, tj.

dy

dx
=

x2 − xy + y2

xy
, dobijamo homogenu diferencijalnu

jednaqinu y′(x) =
x

y
− 1 +

y

x
. Korix�eǌem smene u =

y

x
, homogena jednaqina se svodi na

jednaqinu sa razdvojenim promenǉivima
udu

1− u
=

dx

x
, qije rexeǌe je u + ln |x(u − 1)| = C1 .



Nakon vra�aǌa smene dobijamo prvi integral pridru�enog sistema
y

x
+ ln |y − x| = C1 .

Iz
3 dx + dy

3xy + (x2 − xy + y2)
=

dz

x2 + 2xy + y2
, odnosno d(3x + y) = dz , nalazimo jox jedan prvi

integral pridru�enog sistema 3x + y − z = C2 . Kako su dobijeni prvi integrali nezavisni
(proveriti!), rexeǌe date parcijalne jednaqine je oblika 3x + y − z = F

(y

x
+ ln |y − x|

)
, tj.

z = 3x + y − F
(y

x
+ ln |y − x|

)
, gde je F ( ) proizvoǉna diferencijabilna funkcija.

3. Odrediti analitiqku f-ju f : x + iy → u(x, y) + iv(x, y) , ako je f(0) = 1 + i i

u(x, y) = ch 2y · cos 2x .

Rexeǌe: Iz Koxi-Rimanovih uslova dobijamo v′y(x, y) = u′x(x, y) = −2 ch 2y · sin 2x i v′x(x, y) =

−u′y(x, y) = −2 sh 2y · cos 2x . Iz v(x, y) =
∫

v′x(x, y) dx +
∫ (

v′y(x, y)− ∂

∂y

(∫
v′x(x, y) dx

))
dy ,

∫
v′x(x, y) dx = −2 sh 2y

∫
cos 2xdx = − sh 2y · sin 2x i

∂

∂y

(∫
v′x(x, y) dx

)
= −2 ch 2y · sin 2x = v′y(x, y)

dobijamo v(x, y) = − sh 2y · sin 2x + C . Zamenom u polaznu funkciju dobijamo:

f(x + iy) = ch 2y · cos 2x− i sh 2y · sin 2x + iC =
e2y + e−2y

2
cos 2x− i

e2y − e−2y

2
sin 2x + iC

=
e2y(cos 2x− i sin 2x) + e−2y(cos 2x + i sin 2x)

2
+ iC =

e2ye−i2x + e−2yei2x

2
+ iC

=
e−i2(x+iy) + ei2(x+iy)

2
+ iC , tj. f(z) =

e−i2z + ei2z

2
+ iC = cos 2z + iC .

Iz f(0) = cos 0 + iC = 1 + i sledi C = 1 , pa je tra�ena analitiqka f-ja f(z) = cos 2z + i .

4. Primenom Laplasove transformacije odrediti opxte rexeǌe jednaqine

y′′ + y = tet + 4 sin t .

Rexeǌe: Neka je y(0) = A, y′(0) = B i y(t) L−→ Y (s) . Tada je y′′ L−→ s2Y (s)−As−B . Nakon
delovaǌa Laplasove transformacije na datu diferencijalnu jednaqinu, dobijamo algebarsku j-nu

s2Y (s)−As−B+Y (s) =
1

(s− 1)2
+

4
s2 + 1

, qije rexeǌe je Y (s) =
1

(s− 1)2(s2 + 1)
+

4
(s2 + 1)2

+
As + B

s2 + 1
.

Metodom neodre�enih koeficijenata dobija se
1

(s− 1)2(s2 + 1)
= −1

2
· 1
s− 1

+
1
2
· 1
(s− 1)2

+
1
2
· s

s2 + 1
,

pa je Y (s) = −1
2
· 1
s− 1

+
1
2
· 1
(s− 1)2

+ (A +
1
2
) · s

s2 + 1
+ B · 1

s2 + 1
+

4
(s2 + 1)2

.

Tra�ena funkcija y(t) je inverzna Laplasova transformacija funkcije Y (s) . Korix�eǌem

tabliqnih Laplasovih trans. i
4

(s2 + 1)2
= 2

(
s2 + 1

(s2 + 1)2
− s2 − 1

(s2 + 1)2

) L−1

−→ 2(sin t − t cos t) ,

dobija se y(t) = −1
2
et +

1
2
tet + (A +

1
2
) cos t + B sin t + 2(sin t − t cos t) . U kompaktnijem zapisu

y(t) =
1
2
(t− 1)et + (C1 − 2t) cos t + C2 sin t , gde je C1 = A +

1
2

i C2 = B + 2 .

Napomena: Inverzna Laplasova transformacija funkcije
4

(s2 + 1)2
mo�e se dobiti i korix�eǌem

osobine konvolucije ili Melinove formule.


