
Ve�be iz MATEMATIKE 2

Funkcije vixe promenǉivih

1. Na�i domene slede�ih funkcija: a) f(x, y) =
x

y
; b) f(x, y) =

√
−x+

√
y ;

c) f(x, y) =
√
4− x2 − y2 +

1√
x2 + y2 − 1

; d) f(x, y) =
√
x−√

y; e) f(x, y, z) =
√
8− x2 − 2y2 − 4z2.

Rezultati: a) Df = {(x, y) : y ̸= 0}; b) Df = {(x, y) : x6 0, y > 0}; c) Df = {(x, y) : 1 < x2 + y2 6 4};

d) Df = {(x, y) : x> 0, 0> y 6 x2}; e) Df = {(x, y, z) : x
2

8
+

y2

4
+

z2

2
6 1};

Graniqna vrednost funkcija dve promenǉive

2. Dokazati da je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0 ako je:

f(x, y) = (x+ y) sin 1
x sin 1

y .

3. lim
(x,y)→(+∞,+∞)

x+ 2x2 + y + 2y2

x2 + y2
= 2. Dokazati.

4. Dokazati da ne postoji lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
.

5. Dokazati da ne postoji a) lim
(x,y)→(0,0)

x2y

x4 + y2
b) lim

(x,y)→(+∞,+∞)

x2y

x4 + y2
.

Izraqunati:

6. lim
(x,y)→(1,1)

x2 + 2xy − 3y2

x3 − y3
; 7. lim

(x,y)→(2,2)

x2 − y2

x2 − 2xy + x− y + y2
; 8. lim

(x,y)→(∞,∞)

x+ y

x2 − xy + y2
;

9. lim
(x,y)→(0,0)

√
1 + x2y2 − 1

x2 + y2
; 10. lim

(x,y)→(0,3)
(1 + xy2)

1
x2+xy .

Rezultati: 6.
4

3
; 7. 4; 8. 0; 9. 0; 10. e3.

Neprekidnost funkcija dve promenǉive

Dokazati da je data funkcija f : R× R → R neprekidna na R× R.

11.

f(x, y) =

{ xy

|x|+ |y|
, (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

12.

f(x, y) =


x3 + y3

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

13. Dokazati da funkcija f : R× R → R ima otkloǌiv prekid u taqki (0, 0).

f(x, y) =
sinx+ sin y

x+ y

.
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14. Dokazati da funkcija f : R× R → R ima neotkloǌiv prekid u taqki (0, 0).

f(x, y) =
x2 + y2

x+ y
.

15. Dokazati da funkcija f : R× R → R ima neotkloǌiv prekid u taqki (0, 0).

f(x, y) =
x2

x2 + y2 − x
.

16. Ispitati neprekidnost funkcije f : R× R → R u taqki (0, 0).

a) f(x, y) =


(x3 + y3) sin 1

x4+y4 cos
1

x4+y4

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

b) f(x, y) =


x3 sin 1

x2+y2 + y3 cos 1
x2+y2

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

Parcijalni izvodi i diferencijal

Za zadatu funkciju f : R× R → R odrediti parcijalne izvode:
17. f(x, y) = (2x2y2 − x+ 1)3 ; 18. f(x, y) = arctg x

y .

Za zadatu funkciju f : R× R× R → R odrediti parcijalne izvode:
19. f(x, y, z) = sin(xy + yz) ; 20. f(x, y, z) = exyz; 21. f(x, y, z) = xyz

.

Rezultati: 17. f ′
x = 3(2x2y2 − x+ 1)2(4xy2 − 1), f ′

y = 12x2y(2x2y2 − x+ 1)2; 18. f ′
x =

y

x2 + y2
, f ′

y = − x

x2 + y2
;

19. f ′
x = y cos(xy + yz), f ′

y = (x + z) cos(xy + yz), f ′
z = y cos(xy + yz); 20. f ′

x = yzexyz, f ′
y = xzexyz, f ′

z = xyexyz;
21. f ′

x = yzx(yz−1), f ′
y = xyz

yz−1z lnx, f ′
z = xyz

yz lnx ln y.

22. Dokazati da funkcija je f : R× R → R ima parcijlne izvode u svakoj taqki R2 = R× R.

f(x, y) =


xy√

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

Rezultat: f ′
x(0, 0) = 0, f ′

y(0, 0) = 0

23. Dokazati da funkcija f(x, y) =
√

x2 + y2 nema parcijalne izvode u taqki (0, 0).

24. Za datu funkciju odrediti totalni diferencijal: a) f(x, y) = (x2 + y2)3 ; b) f(x, y) = ln
√
x2 + y2 ;

c) f(x, y, z) =
√

x2 + y2 + z2.

Rezultat: a) df = 6(x2 + y2)2(xdx+ ydy); b) df =
xdx+ ydy + zdz√

x2 + y2 + z2
; c) df =

xdx+ ydy

x2 + y2

Diferencijabilnost

25. Dokazati da je funkcija

f(x, y) =

{
e
− 1

x2+y2 , (x, y) ̸= (0, 0)
0, (x, y) = (0, 0)

diferencijabilna u svim taqkama ravni R2.
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26. Dokazati da je data funkcija f : R× R → R diferencijabilna u taqki (0, 0) iako parcijalni izvodi u
toj taqki imaju prekid.

f(x, y) =

 (x2 + y2) sin
1√

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

27. Dokazati da data funkcija

f(x, y) =


x3y

x6 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

u taqki (0, 0) nije diferencijabilna, iako ima parcijalne izvode u svim taqkama.

Izvod i diferencijal implicitne funkcije

28. Izraqunati izvod funkcije f : x 7→ y definisane jednaqinom:

x2 ln y − y2 lnx = 0.

Rezultat: y′ =

y2

x
− 2x ln y

x2

y
− 2y lnx

29. Za funkciju f : (x, y) 7→ z datu jednaqinom:

x2 + y2 + z2 = 2x

odrediti totalni diferencijal.

Rezultat: z′x =
1− x

z
; z′y = −y

z
; dz =

(1− x)dx− ydy

z

30. Izraqunati
∂f

∂x
(0, 1),

∂f

∂y
(0, 1), ako je f(x, y) = z definisana jednakox�u:

z2x− x2y + y2z + 2x− y = 0.

Rezultat: z′x =
2xy − y2 − 2

2zx+ y2
; z′y =

x2 + 1− 2yz

2zx+ y2
; z(0, 1) = 1, z′x(0, 1) = −3, z′y(0, 1) = −1

31. Za funkciju f : (x, y) 7→ z datu jednaqinom:

5x2 + 5y2 + 5z2 − 2xy − 2xz − 2yz = 72

odrediti totalni diferencijal.

Rezultat: z′x =
y + z − 5x

5z − x− y
; z′y =

x+ z − 5y

5z − x− y
; dz =

(y + z − 5x)dx+ (x+ z − 5y)dy

5z − x− y

32. Za funkciju f(x, y) = z datu jednaqinom:

x2 − 2xy − 3y2 + 5z2 + 6x+ 2y = 0

odrediti totalni diferencijal.

Rezultat: z′x =
y − x− 3

5z
; z′y =

x+ 3y − 1

5z
; dz =

(y − x− 3)dx+ (x+ 3y − 1)dy

5z
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33. Za funkciju f(x, y) = z datu jednaqinom:

xy2 + xz2 − yz2 − x+ 2y + z − 3 = 0

odrediti totalni diferencijal.

Rezultat: z′x =
1− y2 − z2

2xz − 2yz + 1
; z′y =

z2 − 2xy − 2

2xz − 2yz + 1
; dz =

(1− y2 − z2)dx+ (z2 − 2xy − 2)dy

2xz − 2yz + 1

Parcijalni izvodi vixeg reda i diferencijali vixeg reda

34. Za funkciju f(x, y) = arctg x+y
1−xy odrediti parcijalne izvode drugog reda.

Rezultat: f ′
x =

1

1 + x2
; f ′

y =
1

1 + y2
; f ′′

xx =
−2x

(1 + x2)2
; f ′′

xy = f ′′
yx = 0; f ′′

yy =
−2y

(1 + y2)2

35. Za funkciju f(x, y, z) =
√
x2 + y2 + z2 odrediti parcijalne izvode drugog reda.

Rezultat: f ′
x =

x√
x2 + y2 + z2

; f ′
y =

y√
x2 + y2 + z2

; f ′
z =

z√
x2 + y2 + z2

; f ′′
xx =

y2 + z2

(x2 + y2 + z2)
3
2

; f ′′
yy =

x2 + z2

(x2 + y2 + z2)
3
2

;

f ′′
zz =

x2 + y2

(x2 + y2 + z2)
3
2

; f ′′
xy = − xy

(x2 + y2 + z2)
3
2

; f ′′
yz = − yz

(x2 + y2 + z2)
3
2

; f ′′
xz = − xz

(x2 + y2 + z2)
3
2

36. Odrediti parcijalne izvode vixeg reda funkcije f(x, y) = z zadate jednakox�u
(parcijalne izvode prvog reda ove funkcije izraqunali smo u zadatku 31):

5x2 + 5y2 + 5z2 − 2xy − 2xz − 2yz = 72.

Rezultat: z′x =
y + z − 5x

5z − x− y
; z′y =

x+ z − 5y

5z − x− y
;

z′′xx =
−5 + 2z′x − 5(z′x)

2

5z − x− y
; z′′xy =

1 + z′x + z′y − 5z′x)z
′
y

5z − x− y
;

z′′yy =
−5 + 2z′y − 5(z′y)

2

5z − x− y

37. Za funkciju f(x, y, z) = 2x3 − 3y3 + x2yz − z2 + xyz odrediti d2f .
Rezultat: f ′

x = 6x2 + 2xyz + yz; f ′
y = −9y2 + x2z + xz; f ′

z = x2y − 2z + xy;
f ′′
xx = 12x+ 2yz; f ′′

yy = −18y; f ′′
zz = −2; f ′′

xy = 2xz + z; f ′′
xz = 2xy + y; f ′′

yz = x2 + x;
d2f = (12x+ 2yz)dx2 − 18ydy2 − 2dz2 + 2((2xz + z)dxdy + (2xy + y)dxdz + (x2 + x)dydz)

Tejlorova formula. Maklorenova formula.

38. Odrediti Tejlorov polinom drugog stepena koji aproksimira datu funkciju f(x, y) = ex+y(2x + y) u
okolini taqke A(1, 1).

Rezultat: f ′
x = ex+y(2x+ y + 2); f ′

y = ex+y(2x+ y + 1); f ′′
x2 = ex+y(2x+ y + 4); f ′′

xy = ex+y(2x+ y + 3);
f ′′
y2 = ex+y(2x+ y + 2); f(1, 1) = 3e2; f ′

x(1, 1) = 5e2; f ′
y(1, 1) = 4e2; f ′′

x2(1, 1) = 7e2; f ′′
xy(1, 1) = 6e2; f ′′

y2(1, 1) = 5e2;

T2(x, y) = e2(3 + 5(x− 1) + 4(y − 1) +
7

2
(x− 1)2 + 6(x− 1)(y − 1) +

5

2
(y − 1)2)

39. Funkciju f(x, y) =
√

1− x2 − y2 aproksimirati Maklorenovim polinomom qetvrtog stepena.

Rezultat: T4(x, y) = 1− x2 + y2

2
− (x2 + y2)2

8

40. Odrediti Tejlorov polinom drugog stepena kojim se funkcija f(x, y) = z definisana jednakox�u

x2 + y2 − z2 − xyz = 0, z > 0

aproksimira u okolini taqke A(−1, 0).

Rezultat:z′x =
2x− yz

2z + xy
; z′y =

2y − xz

2z + xy
; z′′x2 =

2(1− yz′x − (z′x)
2)

2z + xy
; z′′y2 =

2(1− xz′y − (z′y)
2)

2z + xy
; z′′xy =

2z′xz
′
y − xz′x − yz′y − z

2z + xy
;

z(0, 1) = 1; z′x(−1, 0) = −1; z′y(−1, 0) =
1

2
; z′′x2(−1, 0) = 0; z′′y2(−1, 0) =

5

4
; z′′xy(−1, 0) = −1

2
;

T2(x, y) = 1− (x+ 1) +
1

2
y − 1

2
(x+ 1)y +

5

8
y2
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41.(I kolokvijum 2009) Napisati Maklorenov polinom drugog stepena kojim se aproksimira funkcija
f(x, y) = z zadata jednaqinom:

z3 + z2x− x2 − y2 − 2y − 1 = 0.

Rezultat: z′x =
2x− z2

3z2 + 2zx
; z′y =

2y + 2

3z2 + 2zx
;

z′′x2 =
2(1− 2zz′x − x(z′x)

2 − 3z(z′x)
2)

3z2 + 2zx
; z′′y2 =

2(1− xz′y − 3z(z′y)
2)

3z2 + 2zx
; z′′xy =

−2(zz′y + xz′xz
′
y + 3zz′xz

′
y)

3z2 + 2zx
;

z(0, 0) = 1; z′x(0, 0) = −1

3
; z′y(0, 0) =

2

3
; z′′x2(0, 0) =

4

3
; z′′y2(0, 0) = −2

9
; z′′xy(0, 0) = 0;

T2(x, y) = 1− x

3
+

2y

3
+

2x2

3
− y2

9

42.(septembar 2009) Napisati Tejlorov polinom drugog stepena koji u okolini taqke A(0, 1) aproksimira
funkciju f(x, y) = z zadatu jednaqinom:

exy + xz − 2yz + z2 = 4, z < 0.

Rezultat: z′x =
−z − yexy

x− 2y + 2z
; z′y =

2z − xexy

x− 2y + 2z
;

z′′x2 =
−2z′x − y2exy − 2(z′x)

2

x− 2y + 2z
; z′′y2 =

4z′y − x2exy − 2(z′y)
2

x− 2y + 2z
; z′′xy =

−(1 + xy)exy + 2z′x − z′y − 2z′xz
′
y

x− 2y + 2z
;

z(0, 1) = −1; z′x(0, 1) = 0; z′y(0, 1) =
1

2
; z′′x2(0, 1) =

1

4
; z′′y2(0, 1) = −3

8
; z′′xy(0, 1) =

3

8
;

T2(x, y) = −1 +
1

2
(y − 1) +

1

8
x2 +

3

8
x(y − 1)− 3

16
(y − 1)2

Lokalni ekstremumi funkcije dve promenǉive

43. Za funkciju f(x, y) = 2− 3
√

x2 + y2 odrediti sve lokalne ekstremume.
Rezultat: fmax = f(0, 0) = 2

44. Za funkciju f(x, y) = e−x2−y2

(x2 + 2y2) odrediti sve lokalne ekstremume.
Rezultat:

Stacionarne taqke funkcije su: S1(0, 0);S2(0, 1);S3(0,−1);S4(1, 0);S5(−1, 0)
fmin = f(0, 0) = 0; fmax = f(0, 1) = f(0,−1) = 2e−1

45. Odrediti sve lokalne ekstremume funkcije f(x, y) = z koja je data jednaqinom:

5x2 + 5y2 + 5z2 − 2xy − 2xz − 2yz = 72.

Rezultat: fmax = f(1, 1) = 4; fmin = f(−1,−1) = −4

46. Dokazati da funkcija f(x, y) = x3 + y3 − 3xy nema u taqki (0, 0) lokalni ekstremum.

47.(januar 2010) Odrediti sve ekstremume funkciju f(x, y) = ln(x2y) +
3

x
− y + x− 2

y
.

48.(jun 2008) Odrediti sve lokalne ekstremume funkcije f(x, y) = z koja je data jednaqinom:

z2 + x2 + 2y2 + 2yz + 4x+ 3z + 4 = 0, y > 0

49.(I kolokvijum 2009) Odrediti sve lokalne ekstremume funkcije f(x, y) = z koja je data jednaqinom:

3xz + yz − ln 3xy = 2.

Rezultat: fmin = f(−1

3
,−1) = −1; fmax = f(

1

3
, 1) = 1
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Lokalni ekstremumi funkcije tri promenǉive

50. Za datu funkciju f : A → R, A ⊆ R3, odrediti sve lokalne ekstremume.

f(x, y, z) = (x− 1)2 + y3 + 6y2 + 2z2 + 2xz.

51. Za datu funkciju f : A → R, A ⊆ R3, odrediti sve lokalne ekstremume.

f(x, y, z) = x+
y

x
+

z

y
+

2

z
.

52.(oktobar 2009) Odrediti ekstremne vrednosti funkcije:

f(x, y, z) = e−x(−y2 − z2 + 2xz), x ̸= 0, z ̸= 0.

53.(jun 2006) Odrediti lokalne ekstremume funkcije:

f(x, y, z) = 2y2 − 4z +
x2

y
.

54.(april 2008) Odrediti lokalne ekstremume funkcije:

f(x, y, z) =
x2 + y2

z
+ 4x+ 2y + z + z2.

Uslovni ekstremumi funkcije dve promenǉive
55. Odrediti sve ekstremne vrednosti funkcije

f(x, y) = x2 + y2,

pri uslovu x+ y = 1.

56. Odrediti sve ekstremne vrednosti funkcije

f(x, y) = xy,

pri uslovu x2 + y2 = 2.

57.(I kolokvijum 2008) Odrediti sve ekstremne vrednosti funkcije

f(x, y) = 2x2 + 12xy − 3y2, (x, y > 0)

pri uslovu x2 + y2 = 13.

58.(I kolokvijum 2008) Odrediti sve ekstremne vrednosti funkcije

f(x, y) = x2 + y2, (x, y > 0)

pri uslovu xy = x+ y.

6
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Uslovni ekstremumi funkcije tri promenǉive

59. Odrediti sve lokalne ekstremume funkcije

f(x, y, z) = 3x2 + 3y2 + z2,

pri uslovu x+ y + z = 1.

60. Odrediti sve lokalne ekstremume funkcije

f(x, y, z) = x+ y + z,

pri uslovu
1

x
+

1

y
+

1

z
= 1.

61. ( oktobar 2008) Odrediti sve lokalne ekstremume funkcije

f(x, y, z) = x− 2y + 5z,

pri uslovu x2 + y2 + 5z2 = 10.

Najve�a i najmaǌa vrednost funkcije

62. Odrediti najve�u i najmaǌu vrednosti funkcije f(x, y) = x2 − y2 na skupu D = {(x, y) : x2 + y2 6 4}.

63. Odrediti najve�u i najmaǌu vrednosti funkcije

f(x, y) = x2 + y2 − 4x

na skupu D = {(x, y) : x− 46−|y − 1|, x> 0}.

64. Odrediti najve�u i najmaǌu vrednosti funkcije

f(x, y) = x2y lnx

na skupu D = {(x, y) : 16 x6 e, 16 y 6 x2}.

65. (jun 2008) Odrediti najve�u i najmaǌu vrednosti funkcije

f(x, y) = 2x2 − 2xy + 2x+ 1 + y2

na trougaonoj oblasti D qija su temena A(−2,−2), B(2, 0) i C(2, 2).

66. (jun 2009) Odrediti najve�u i najmaǌu vrednosti funkcije

f(x, y) = exy−2x−y

na trougaonoj oblasti D qija su temena A(0, 0), B(5, 0) i C(0, 5).

67. (septembar 2009) Odrediti najve�u i najmaǌu vrednosti funkcije

f(x, y) = 8xy − x2 − y2 − 8x+ 2y

na oblasti D = {(x, y) : −26 x6 2,−16 y 6 0}.

68. ( I kolokvijum 2012) Odrediti najmaǌu i najve�u vrednosti funkcije

f(x, y) = 4x2 + (y − 3)2 + 2

na oblasti D = {(x, y) : x2 6 y 6 9}.
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Ve�be iz MATEMATIKE 2

Neodre�eni integrali

1.
∫

x2(5− x4) dx

2.
∫ x + 1

3
√

x
dx

3.
∫ 2x+1 − 5x−1

10x
dx

4.
∫ (x− 1)(x2 + 2)

5x2
dx

Metoda smene promenǉive

5.
∫

xe−x2
dx

6.
∫ xdx

x2 + 1

7.
∫ dx

x ln3 x

8.
∫ dx

x ln x ln(ln x)

9.
∫ dx√

x(1 + 3
√

x)

10.
∫

x3(1− 5x2)10 dx

11.
∫

tg xdx

12.
∫ dx

sin x

13.
∫ √

1− sin 2xdx

14.
∫

sin5 xdx

15. (1)
∫

cos2 x sin4 xdx (2)
∫

sin4 x cos3 xdx

16. (1)
∫

cos 2x sin 5xdx (2)
∫

cos x cos 2xdx

17.
∫

tg2 xdx

18.
∫ dx

1− cosx

1



Metoda parcijalne integracije

19.
∫

xex dx

20.
∫

(x2 − 3x)e2x dx

21. (1)
∫

2x ln2 x dx (2)
∫

x2 ln3 x dx

22.
∫

(2x− 1) cos 3xdx

23.
∫

eax cos bxdx ili
∫

eax sin bx dx

24.
∫

arctg xdx

25.
∫ x

sin2 x
dx

26.
∫

ln(x +
√

1 + x2) dx

27.
∫

x2 arcsin xdx

28. I =
∫

cos(ln x) dx ili J =
∫

sin(lnx) dx

29.
∫

x ln
x + 1

x
dx

30.
∫

x sin
√

xdx

31.
∫ x ln(x +

√
x2 + 1)√

x2 + 1
dx

Integracija racionalnih funkcija

32. I2 =
∫ 1

(x2 + 1)2
dx

33. (1)
∫ x2 − 1

x + 2
dx (2)

∫ x2 − 1
(x− 2)2

dx

34. (1)
∫ x2 + 5x

x2 + 5x + 4
dx (2)

∫ x2 + 5x

x2 + 4x + 5
dx

35.
∫ dx

x2 − 4x + 12

36.
∫ x4 − 3x2 − 3x− 2

x3 − x2 − 2x
dx

37.
∫ 5x− 8

x3 − 4x2 + 4x
dx

38.
∫ dx

x(1 + x2)2

39.
∫ x− 3

(x2 − 2x + 10)2
dx

40.
∫ 5ex

e4x − 3e2x − 4
dx ili

∫ 5 cos x

sin4 x− 3 sin2 x− 4
dx

2



∫
R(sin x, cosx) dx

smene: tg x = t i tg x
2 = t

41.
∫ 1

1 + sin2 x
dx

42. (1)
∫ sin4 x

cos6 x
dx (2)

∫ 1
cosx sin3 x

dx

43.
∫ 1− sin x + cos x

1 + sin x− cos x
dx

44.
∫ dx

sin3 x

45.
∫ dx

4 + 5 cos x

∫
R(x,

√
ax2 + bx + c) dx

46.
∫ 1√

a2 − x2
dx

47.(1)
∫ √

1− x2 dx (2)
∫ √

a2 − x2 dx

48. (1)
∫ 1√

x2 − 1
dx (2)

∫ √
x2 − 1 dx

49.
∫ √

x2 + 6xdx

50.
∫

x2
√

4− x2 dx

51.
∫ dx

(1− x)
√

1− x2
ili

∫ 1
x

√
1− x

1 + x
dx

52.
∫ 5x + 4√

x2 + 2x + 5
dx

3



Ve�be iz MATEMATIKE 2

Odre�eni integral

Primenom ǋutn-Lajbnicove formule izraqunati: 53.
∫ 1

−1
3
√

xdx; 54.
∫ 2

0
2x dx; 55.

∫ 2

1

dx

2x− 1
;

Smena promenǉive. Parcijalna integracija.

56.
∫ e2

e

dx

x ln x
; 57.

∫ 1

0

dx

ex + e−x
58.

∫ 1

0

√
4− x2 dx 59.

∫ π

0
sinx dx; 60.

∫ e

1/e
| ln x|dx; 61.

∫ 1

0
x
√

1 + xdx.

Povrxina ravnih likova

Izraqunati povrxinu figure ograniqene datim krivim:

62. y = 2x− x2, y = x; 63. y = sin x, y = cos x, 0 6 x 6 π
4 .

64. (II kol 2008) Izraqunati povrxinu figure ograniqene krivama: y =
1√

x2 + 2x + 2
, y = 1, x = 0.

Du�ina luka krive

65. Izraqunati du�inu luka krive: y =
x2

2
− ln x

4
, 1 6 x 6 3.

66. Izraqunati du�inu luka krive date u parametarskom obliku:

x = a(t− sin t), x = a(1− cos t), 0 6 t 6 2π.

67. Izraqunati du�inu luka krive: y = ln(x2 − 1), 2 6 x 6 5.

68. (II kol 2008) Izraqunati du�inu luka krive date u parametarskom obliku:

x = t2 sin t, x = t2 cos t, 0 6 t 6
√

5.

Zapremina rotacionog tela

69. Izraqunati zapreminu tela nastalog rotacijom figure ograniqene krivama y = x, y =
1
x
, x = 3 oko Ox

ose.

70. Izraqunati zapreminu tela nastalog rotacijom figure ograniqene krivama y2 = 2x, y = 2, x = 0 oko
Ox ose.

71. Izraqunati zapreminu tela nastalog rotacijom figure ograniqene krivama y = 2x − x2, y = 0 oko Oy
ose.

72.(II kol 2008) Izraqunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom figure ograniqene krivama y =
√

x cosx,

y = 0,
π

4
6 x 6 3π

4
oko Ox ose.

Povrxina obrtne povrxi

73. Izraqunati povrxinu povrxi nastale rotacijom luka krive: y2 = 4x, 0 6 x 6 3 oko Ox ose.

74. (II kol 2008) Izraqunati povrxinu povrxi nastale rotacijom krive y = 1 +
(x− 1)2

2
, 0 6 x 6 1 oko Oy

ose.

75. (II kol 2008) Izraqunati povrxinu povrxi nastale rotacijom krive y = x2 − ln x

8
,
√

e 6 x 6 e oko Ox
ose.

1



Uopxteni integrali

pr 1.
∫ 1

0

dx

xα
, α > 0 pr 2.

∫ +∞
1

dx

xα
, α > 0.

Izraqunati:

76.
∫ 2

0

dx√
|x2 − 1| ; 77.

∫ 1

0

dx

x ln2 x
; 78.

∫ +∞
0

dx

x2 + 4
; 79.

∫ +∞
0

sin3 xdx.

Dvojni integrali

Svesti dvojni integral
∫∫

D
f(x, y) dxdy na dvostruki za datu oblast D:

80. D je paralelogram sa temenima A(1, 2), B(2, 4), C(2, 7), D(1, 5); 81. D je trougao sa temenima A(0, 0),
B(2, 1), C(−2, 1).

Izraqunati dati integral:
82.

∫∫
D

x2y cos(xy2) dx dy; D = {(x, y)|0 6 x 6 π
2 , 0 6 y 6 2}.

83.
∫∫

D

y3

x2
dxdy; D : y = x/3, y =

√
x, x = 1.

Smena promenǉivih u dvojnom integralu

84. Izraqunati dati integral
∫∫

D
(y − x) dx dy uvo�eǌem novih promenǉivih, ako je D paralelogram

ograniqen paravama: y = x + 1, y = x− 3, y = −x

3
+

7
3
, y = −x

3
+ 5.

85. Izraqunati dati integral
∫∫

D
(2x− y)ex+y dxdy

uvo�eǌem novih promenǉivih, ako je D = {(x, y)| 1 6 x + y 6 3, 2x 6 y 6 2x + 1}.

Izraqunati dati integral uvo�eǌem polarnih koordinata:

86.
∫∫

D

sin
√

x2 + y2

√
x2 + y2

dxdy D = {(x, y)| π2

9
6 x2 + y2 6 π2

4
}.

87.
∫∫

D
xy dx dy D = {(x, y)| x2

a2
+

y2

b2
6 1, x > 0, y > 0}.

88.
∫∫

D
(x2 − y2 − 2xy) dxdy D = {(x, y)| x2 + y2 6 4, x > 0, y > 0, x 6 y}.

89.
∫∫

D
arctg

y

x
dxdy D = {(x, y)| 1 6 x2 + y2 6 9, y > x√

3
, y 6

√
3x}.

Primene dvojnog integrala

90. Izraqunati zapremnu tela ograniqenog datim povrxima:

(x− 1)2 + (y − 1)2 = 1, z = 0, xy = z

91. Izraqunati povrxinu ravne figure ograniqene linijama
x2

a2
+

y2

b2
= 1,

x

a
+

y

b
= 1, a > 0, b > 0.

92. Na�i povrxinu kalote polupreqnika a od sfere polupreqnika R.
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