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Numericka analiza

Pamna

Temarcka nennna 10078
HeneJba

OBnapgaBawe mMeTogama
3a pellaBare cuctema
NMHeapHUX jedHa4YnHa

Hymepuyke metofe 3a pewaBawe cuctema
FINHeapHUX jeaHa4YMnHa

CtyneHTy he 6uTK
npeacraBibeHe
BEKTOPCKE N MaTPUYHE
5 Hopme n buhe cnocobaH
BekTopcke 1 MaTtpuyHe HOPME; 33 HUXOBO

Temarcka | MeToga npocTte utepauuje n3padvyHaBah€ Ha
jeIMHALIA KOHKPETHOM npobnemy.
Takohe, cTyaeHT he 6utu
yrno3HaT ca MeETOA0M
NpocCTe utepaumje u
cnocobaH 3a HeHy
NPaKkTUYHY NPUMEHY.




Numericka analiza

PagpHa | TemaTcka LAIb YHERA
Heperba | jeguHMLUA
) BekTopcke n marpuyHe CtyneHTy he 6UTK npeacTaBrbeHE BEKTOPCKE U

HOPME;

MeTtoga npocTte
nTepaumje

MaTpuyHe Hopme n buhe crnocobaH 3a HUX0BO
n3pavyHaBaHt-€ Ha KOHKPETHOM rnpobnemy.
Takohe, ctyoeHT he OuTK yrnosHaT ca MeToaoM
NpocTe ntepauuje n cnocobaH 3a HeHy NPakTUYHY
NPUMEHY.

HACTABHW METO[:
NMpepaBawe




Vektorske rmatricne norme;

Metoda._proste iteracije
1. VEKTORSKE | MATRICNE NORME

X - linearan vektorski prostor

Definicija: Prostor X je normiran ako je definisana funkcija

koja ima osobine:
>0
2°|x[=0<x=0

3 x| = e ¥|

4 |x+y|<|x|+[y|] (nejednakost trougla)

Nekaje X =R" ={(x,X,,.... X, |% € R}. Tadaje

N 1/p
=[S | pelloe)

i=1

normana R".

| [:X—>R




Vektorske rmatricne norme;

oroste iteracije

Specijalni sluCajevi:
p=1: ||X|| = Zn:|xi| (apsolutna norma)
i=1

N 2 \1/2
p=2: |x], :£Z|xi| j (euklidska)
i=1

Pp=o0: |X||oO = max

1<i<n

x|  (unifomna)

|
Primer: x=(-11,—2)eR’

X| = -1+ [t|+]-2]=4

|, = /(=D +1% + (=2)* =/6
1),|- 2[}=2

X|{ = max {[—1

o0

9 9




Vektorske rmatricne norme;
Metoda._proste iteracije
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Ako je X normiran prostor, rastojanje izmedu elemenatax,ye X se definiSe
relacijom

d(x,y)=[x-y]

Definicija: Realna funkcija | | definisana na skupu kvadratnih matrica reda n je

matriéna norma ako su za proizvoljne matrice A i B i proizvoljan skalar
zadovoljeni slededi uslovi:

1|Alz 0
2’|Al=0= A=0
3| = e 1A

4| A+B] <Al +[B]
5'|A] <[ AllE]




Vektorske rmatricne norme;

Metoda. proste iteracije

Primeri matricnih normi:

n
||A|| = rlrslja;;‘aij‘ (apsolutna)

1/2
||A||F = [Z ‘aij ‘2] (Frobenijusova)

i,j=I1

n
||A|| :maXZ‘aij‘ (uniformna)
®© I<i<n
j=1

Primer:
1 2 -1
A=0 3 -1 Alzmax{6, 6,3} =6
5 -1 1 AF:\/I+4+2+O+"'+1:\/§

Al =max{4,4,7} =7




Vektorske rmatricne norme;

Metoda. proste iteracije

Definicija: Norma matrice je saglasna datoj vektorskoj normi ako je

A< [ Al

za proizvoljnu kvadratnu matricu A i proizvoljan vektor Xx.

MoZe se pokazati da su matricne norme | |,.| [:-i | [. saglasne odgovarajuéim
vektorskim.

2. SISTEMI LINEARNIH ALGEBARSKIH JEDNACINA
a, X +a,X, +--+a, X =b

a, X +a,X, +--+a X =b

ili

AXx =b (1)
gde je
a, - a, X b1
A=| i i i x=| i b=
anl ann Xn bn
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Pretpostavicemo da je det( A) # 0 . Tada sistem (1) ima jedinstveno reSenje.

METODE ZA RESAVANJE SISTEMA LINEARNIH JEDNACINA:

1) direktne ( Gausova, metode faktorizacije, ...)

2) iterativne (metoda proste iteracije, Jakobijeva, Gaus-Zajdelova, ...)

Ideja:

METODA PROSTE ITERACIJE

Ax=b < Xx=Mx+B, (M - iteraciona matrica)

lterativni proces: x*" =Mx® +B, (k=0,1..) (2)

Realizacija:

A=N-P
(N-P)x=b

Nx = Px+Db

X=N"Px+N7b

X=Mx+B; M=N"'P,B=N"D.
x D =Mx® +B, (k=0,1,..)




Vektorske rmatricne norme;
Metoda._proste iteracije
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Teorema 1.: Neka je A=N - P i neka postoji L >0 takvo da je [N 'P|<L<1.

Tada vazi;

1) A je nesingularna matrica.

2) Ako je X' taéno resenje sistema (1), a {x(k)} niz definisan relacijom (2), onda
je
lim x™ = x".

k—>o0
3) Hx(k) — XtH < LkHX(O) — xtH.

Dokaz:

1) Pretpostavimo da je A singularna matrica. Tada matri¢na jednacCina Ay =0
ima netrivijalno reSenje y=0 . ( Osobina homogenog sistema linearnih
jednacina! ). Dalje je:

[yl = |N-"Py|<|N'Ply]l< L]y][= (= L)|ly|< 0=y =0 (kontradikcija )




Vektorske rmatricne norme;

Metoda._proste iteracije
2), 3):

I x| =+ B (e )| = (x <m0 - <

B U U S

R e o S A
<o -]

= 1—L)[x? —xt|< Hx(o) —xW H

(0t SﬁHX(O)_X(DH ()
Iz (¥) i (+%) sledi

b9 |« O —x 0k =00 ()
paje

lim x® = xt.

K—o00




Vektorske rmatricne norme;
Metoda._proste iteracije

®@QH

Osim ocene greske date u (***), koristi se i ocena greSke pomocu poslednje
dve iteracije:

H%”—xwgQV““—XW:QV“”—%“+%“—XW£

gqvmﬂ—x®W+w%“—xw
= x©- XH< | =x)

Teorema 1. daje dovoljne uslove konvergencije iterativnog procesa (2).
U narednoj teoremi navedeni su potrebni i dovoljni uslovi konvergencije.

Teorema 2.: lterativni proces

x* =Mx® +B, (k=0,1,.);x”eR"

konvergira ako i samo ako je p(M) <1, gde je

po(M) = {maxw : A je sopstvena vrednost matrice M }

spektralni radijus matrice M.




Vektorske rmatricne norme;

Metoda. proste iteracije

MNTAHA:

1. [deduHucatn Hopmy y nMHeapHOM BEKTOPCKOM MPOCTOPY.

2. Haectu Tpn HopmMme npocTopa R".

3. HedunHncatmn HopMy Ha CKyny KBagpaTtHUX martpuvua pega n.

4. Kapa je maTpuyHa HopMa carfacHa ca BEKTOPCKOM? HaBeCTu BEKTOPCKE
HOpPME Kojuma cy carnacHe ancosnyTtHa, PpobeHujycoBa n yHUPOpMHa
HopMa.

5. TpaHcdopmucatn cuctem Ax=b y obnuk x=Mx+B ako je A=N - P.

6. HaBecTn n gokasaTtu TeopemMy O JOBOSLHOM YCIOBY KOHBEpPreHuumje
METOoe NpocTe ntepauuje.

7. HaBectn n gokasatun Teopemy 0 NoTpebHOM yCcrnoBy KOHBeEpPreHumje
METOoe NpocTe ntepauuje.

8. Koje ce dhopmyrie 3a oLeHy rpeLluke KopucTe y MeToam npocTte utepaumje?
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