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Numericka analiza

Panna
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Temarcka nennna

10078
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O6uyHe audhepeHunjanHe jegHa4YnHe

OenapgaBamwe npobnema
O[J v Kx0oBO pellaBara
oarosapajyhom metonom

Temarcka
JeIMHUIIA

[MnkapoBa meToaa

CtyneHT he 6utn cnocobaH
na npumenu Nukaposy
MeToay Ha pelwaBana OJ.

TejnopoBa meToga

CtyneHT he 6utn cnocobaH
Aa npumeHu Tejnoposy
MeToay Ha pelwaBana OJ.

OjnepoBa meToaa

CtyneHT he 6utn cnocobaH
na npumenu Ojneposy
MeToay Ha pelwaBana OJ.

Metone PyHre - KyTa

CtyneHT he 6utn cnocobaH
Aa npumeHn metoay PyHre-
Kyta Ha pelwwaBarwa OJ.




Numericka analiza

PagHa TemaTtcka UAIb YHEHA
Hederba | jeaMHULUA

CtyneHT he 6utn cnocobaH aa npumeHu NnkapoBy
15 [MnukapoBa metoaa MeToay Ha pewaBana Of1J.

CtyneHT he 6utn cnocobaH fa npumeHu Tejnoposy
15 TejnopoBa mMeToga MeToay Ha pewaBana Of1J.

CtyneHT he 6utn cnocobaH fa npumenu Ojneposy
15 OjnepoBa meToaa MeToay Ha pewaBana Of1J.
15 Metoae PyHre - Kyta CtyneHT he 6uTn cnocobaH ga npMMeHn meToay

PyHre-KyTta Ha pelwuaBara OLJ.

HACTABHW METO[:
NpepaBawe




Pikarova metoda

y'(x)=f(x,y(X)), Y(X)=Y, -KoSijev problem (1)

Teorema (o jedinstvenosti reSenja KoSijevog problema): Neka je funkcija f:R* >R

neprekidna u oblasti D=1{(x,y)eR’|x-x,|<a,|ly-y,/<bj gde su a, b>0. Dalje, neka su
ispunjeni uslovi:

a) @AM >0)(V(x,y)eD)|f(x,y)|<M,
b) AL = 0)(¥(x,Y,).(X,Y,) € D)

FO6y) = oGy <Ly =,
Tada postoji tacno jedno resenje KoSijevog problema (1) kBj je definisano i
neprekidno za sve X €[X —N.X;+h] pri &emu je h = min a,V? .

9.1. PIKAROVA METODA

Spada u analitiCcke metode nalazenja pribliznog resenja KoSijevog problema

(1). Diferencijalna jednacina se zamenjuje ekvivalentnom integralnom
jednacinom

Y() = Yo + [ f(t, y®))at




Pikarova metoda

Poslednja jednacina je oblika
y(X) = D(y (X)), (2)

pa se za njeno resavanje moze primeniti metoda uzastopnih aproksimacija.

YO0 =Y, YO0 =Y, + [ FE YT )dt,n=0,1,2,...
{Y'"}- niz regenja jednacine (2) za koji se moze pokazati da konvergira ka
reSenju KosSijevog problema.

Teorema (o oceni gresSke): Neka su ispunjeni uslovi teoreme o jednistvenosti
resenja KoSijevog problema. Neka je y(x) resenje Kosijevog poblema i neka je
niz {Y"(X¥)} definisan formulom

Y00 =y, Y0 =y,+ [ &,y ydt, k=0,12,.

X0

Tada za svako x e[x, —h, x, +h] vazi:
‘ _ ‘n+1

[n] n X XO
Y0 - yoo| < ML

n=0,12,...
(n+1)!




Tejlorova metoda

9.2. TEJLOROVA METODA
Y (0 =f06y(X), y(x)=Y, -KosSijev problem (1)

|ldeja metode je da se primeni Tejlorov razvoj na reSenje diferencijalne
jednacine (1) u okolini neke izabrane tacCke.

Neka je {X,} niz tadaka definisan sa X, =X, +Nh | pri ¢emu je h>0. Tada primenom
Tejlorove formule dobijamo

2 y(PD
Y(X) = Y(X, +h) = y(xn)+hy’(xn)+h7y (6 )+t YO () + YIS
p: (p+1)!

y'(x)=f(xy)=f2(xy)
0= e o v = o vy O
y'(X) = " (X, y)+6y (X, Y)y'(x)= ax (X, y)+ay(x, Y y)=17(xy)

Uvodimo oznake

tj. u opStem slucaju

y(k+1)(x) — f (k)(X, y) _ f “h of “

(X, y)+

(X, y)f(x,y), k=0,12,..

Neka y(x,.,)o0znaCava vrednost reSenja y u tacki X,,;, a ¥,.1 neka oznaCava
aproksimaciju te vrednosti Tejlorovim polmomom u okolini tacke X, Tada je

Yo = yn+hf<°>(xn,yn)+h FO(x,y. )+t FOD(x y ) (2)
p!




Ojlerova metoda

Tejlorova metoda reda p sastoji se u primeni prethodne aproksimacije. Ako se

uvede oznaka -

T,(% ) = (X, Y+ E O y) et e D ()
2! p!

onda se relacija (2) moze napisati u obliku

yn+1 = yn + th(Xm yn)

|lzborom vrednosti za p dobijaju se razliCite numeriCke metode za reSavanje
KosSijevog problema.

9.3. OJLEROVA METODA
Ova metoda je specijalan slu¢aj Tejlorove metode kada je p=1, tj. Ti(X.¥) = f(x,y).
Neka je niz tacaka 1X,} definisan taskom X, i korakom h na sledeéi nadin:
X, =X,+nh, n=0,L,...

Primenom Tejlorove metode, polazecéi od pocetnog uslova Y(X,) =Y,
mozemo formirati niz {Y,} na sledeéi nadin:

yn+1 - yn + hf (Xn, yn ), n= 0,1,2,...




Ojlerova metoda

GrafiCka interpretacija

y 4

Y; ]

Y
Yo

= Y(X;)

- V(%)

-~ Y(X)
- Y(%)

y=Y(X)

GresSka metode na jednom koraku je oblika

E =

y'(

C) h2 — O(hz)

2!

v




Metode-Runge - Kuta

9.4. METODE RUNGE - KUTA

|deja ovih metoda je da se u Tejlorovoj metodi izraz hT,(x,,y,)zameni
jednostavnijim tj. vrednost y,,,se izraCunava po formuli

Yo = Yo T Zr:ai K", (1)
pri éemu je =
KM =hf(x,y.)
KM =hf(x, +a,h,y, +b, K",

i—1
K" =hf(x, +ah,y, + > b,K™), i=12,..r
j=1

Neodredeni koeficijenti ¢, a;, b; se odreduju iz jednakosti
th(Xm yn) = Zr:ai Ki(n) (2)

tj. iz jednacina koji se dobija izjednaCavanjem koeficijenata uz iste stepene h
na levoj i desnoj strani.

|lzborom p odnosno r dobijaju se metode Runge — Kuta razliCitog reda.




Metode-Runge - Kuta

- Metoda Runge — Kuta 2. reda

Dobija se za p=2i r=2. Prema (1) je
Yo = Yot alKl(n) +a, Kz(n)
pri éemu je KM =hf(x ,y ), K" =hf(x +a,h,y +b,K).

Razvijanjem K, i primenom Tejlorove formule dobija se
KM =hf(x.,y, )+ hZ(az £ (x.,y.)+b,, fy’(xn, y ) f(x,, yn)) +o(h’)

!

yn+1 = yn + h(al +a2)f (Xn9 yn)+ hzaz(az 1:x (Xn9 yn)+ b21 1:y (Xn9 yn)f (Xn’ yn ))

|z prethodne relacije i (2), izjednacavanjem odgovarajucéih koeficijenata uz hk,
dobija se sistem jednacCina

o +a,=1)
a,a, =05} (3)
a,b, =0.5]

Sistem (3) sastoji se iz tri jednaCine sa Cetiri nepoznate tako da ima
beskonacno resenja. Neka od njih su:




Metode-Runge - Kuta

a)a, =0, a,=1, a,=b,=0.5
Tada (1) ima oblik ) )
yn+1 = yn + hf (Xn +§? yn +§ f(xn9 yn))) n= 091929---

Ova metoda je poznata kao modifikovana Ojlerova metoda.
b)a,=a, =05, a, =b,=1
Tada (1) ima oblik

You =V, +g<f(xn,yn>+ f(x, +h,Y, +hf (%, Y,), N=0L2,..

Ova metoda je poznata kao poboljsana Ojlerova metoda.

GreSka na jednom koraku kod ovih metoda je E =0(h’).




Metode-Runge - Kuta

- Medtoda Runge — Kuta 4. reda

Dobija se za p=4 i r=4 tako da je
Vo =Y. +a, K"+, K"+, K"+, K"
pri éemu je
Kl(n) = hf (Xn9 yn),
K™ =hf(x +ah,y, +b,K™),
KM =hf(x,+ah,y. +b, K™ +hb, KM,
K™ =hf(x, +a,h,y, +b,K" +b, K™ +b,,K")

Slicno kao kod metode drugog reda dobija se sistem jednacina po neodredenim
koeficijentima koji ima beskonacno mnogo reSenja.

Standardna metoda Runge — Kuta Cetvrtog reda dobija se za

1 1 1 1
o =a, :gaaz =, :§,a2 =a, :anﬂ =1,b,, =b, :§>b31 =b, =b,=0,b,; =1
pa je
Yout = Y +é(Kf”> +£2K{" +2KP 4K n=0..




Metode-Runge - Kuta

gde je
Kl(n) = hf (Xn’ yn )9

h KO
KM=hf(x +—,y +——),
2 ( n 2 yn 2 )
h K
KM =hf(x +—,y +—2),
3 ( n 2 yn 2 )

K™ =hf(x +hy +KM)

Greska metode na svakom koraku je E =0(h°).




[MNTAHA:

1. HedwmHucatn Kowwmjes npobnem 3a audepeHumjanHy jeaHadnHy npsor
pena.

2. Koja je pasnuka namehy aHanuTtndknx n HyMmepuykux metoaa 3a
pewaBane Kowunjesor npobnema?

3. Kako ce peduHue HM3 y3acTonHux anpokcumaumja lNukapose metoge?

4. WN3Bectn cbopmyny 3a npmbnmxkHo pewlene Kowwujesor npobrnema
TejnopoBOM METOAO0M.

5. UNaBectn doopmyny 3a npmbnmxkHo pelwlere Kowwujesor npobrnema
OjnepoBoM MeTOOOM.

6. UNaBectn doopmyny 3a npubnmxHo pelwlene Kowwujesor npobrnema 3a
metony PyHre — KyTta gpyror peaa.
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