
MATEMATIKA 1

1. Kolokvijum, novembar 2011 - Grupa L

Dragan �ori�

1. Neka je
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 : a, b, c ∈ R, b 6= 0







.

Ispitati da li je (M, ·) grupa.
Rexe�e:

1. Operacija mno�e�a matrica je zatvorena u skupu M. Ako je Ma,b,c =





b 0 a
0 b c
0 0 b



, tada je

Ma,b,c ·Mx,y,z =May+bx,by,bz+cy. Kako ay + bx, by, bz + cy ∈ R za a, b, c, x, y, z ∈ R i kako je
by 6= 0 za b 6= 0 i y 6= 0, to May+bx,by,bz+cy ∈M.

2. Operacija je u skupu M komutativna jer je ay + bx = xb+ ya, by = yb i bz + cy = yc+ zb.

3. Operacija je asocijativna jer asocijativnost za mno�e�e matrica va�i u opxtem sluqa-
ju.

4. Svaka matrica iz M ima inverznu matricu koja pripada M. Kako je M−1a,b,c =M−a/b2,1/b,−c/b2

i kako je −a/b2, 1/b,−c/b2 ∈ R i 1/b 6= 0 za a, b, c ∈ R i b 6= 0, to matrica M−1a,b,c pripada
skupu M.

Na osnovu (1)-(5) sledi da je struktura (M, ·) Abelova grupa.

2. Izraqunati determinantu D =
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, pri qemu su x i y realni

brojevi.

Rexe�e: Razvojem date determinante po prvoj koloni dobijamo

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x y x+ y
y x+ y x

x+ y x y

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2 ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x+ y y x+ y
x+ y x+ y x
x+ y x y

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2 ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x+ y y x+ y
0 x −y
0 x− y −x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −2(x3 + y3).

3. U zavisnosti od realnog parametra λ rexiti sistem

2x − y + z + u = 1
x + 2y − z + 4u = 2
x + 7y − 4z + 11u = λ.

Rexe�e: Lako se nalazi da je rang matrice datog sistema jednak 2, a da rang proxirene
matrice sistema zavisi od λ (ako je λ = 5, on je jednak 2, a ako je λ 6= 5, on je jednak 3.
Prema tome,

(1) Za λ 6= 5 sistem nije saglasan (Kroneker-Kapelijeva teorema).



(2) Za λ = 5 dati sistem je ekvivalentan sistemu

x + 2y − z + 4u = 2
− 5y + 3z − 7u = −3

koji ima dvoparametarski skup rexe�a. Ako su z i u slobodne promen	ive, tada je

x =
1

5
(4− z − 6u), y =

1

5
(3z − 7u+ 3).

4. Data su 3 uzastopna temena paralelgrama ABCD: A(0, 1, 0), B(1, λ, 1) i C(0, 2, 1), gde
je λ realan parametar.

a) Odrediti koordinate qetvrtog temena paralelograma D.

b) Izraqunati vektorski proizvod
−−→
BA×

−−→
BC.

v) Odrediti vrednosti λ tako da je povrxina paralelograma ABCD jednaka
√
3.

g) Za najma�u vrednost λ odre�enu pod v) izraqunati du�inu visine iz temena C na
stranicu AB, kao i veliqinu ugla CAB.

Rexe�e: a) Iz
−−→
AD =

−−→
BC sledi da je qetvrto teme D(−1, 3− λ, 0).

b) Kako je
−−→
BA = (−1, 1− λ,−1) i

−−→
BC = (−1, 2− λ, 0), to je

−−→
BA×

−−→
BC =
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= (2− λ)i+ j − k = (2− λ, 1,−1).

v) Iz jednakosti |
−−→
BA×

−−→
BC| = 3 dobijamo jednakost (2− λ)2 = 1. Prema tome, λ ∈ {1, 3}.

g) Za λ = 1 je
−−→
AB = (1, 0, 1) i

−→
AC = (0, 1, 1), pa iz cos^CAB =

−→
AC ·

−−→
AB

|
−→
AC| · |

−−→
AB|

=
1

2
dobijamo

da je ^CAB =
π

3
. Prema tome, trougao ABC je jednakostraniqni (du�ina stranice je

√
2), pa je du�ina �egove visine jednaka

√

3/2.

5. Date su ravan α i ravan β u prostoru:

α : 2x+ y − z − 2 = 0 i β : x− y + z + 5 = 0.

a) Odrediti vektor normale ~nα na ravan α i vektor normale ~nβ na ravan β.

b) Odrediti proizvo	ne taqke A ∈ α i B ∈ β.
v) Odrediti me�usobni polo�aj ravni α i ravni β.

g) Ukoliko se ravan α i ravan β seku odrediti �ihov presek, a ako se ne seku odrediti
�ihovo me�usobno rastoja�e.

d) Odrediti rastoja�e od koordinatnog poqetka O do ravni α, d(O,α).

Rexe�e: a) Na primer, nα = (2, 1,−1) i nβ = (1,−1, 1).
b) Na primer, A(1, 0, 0) ∈ α i B(5, 0, 0) ∈ β.
v) Obzirom da vektori nα i nβ nisu kolinearni, ravni α i β imaju zajedniqku pravu.

g) Rexe�e sistema 2x + y − z − 2 = 0 i x − y + z + 5 = 0 je jednoparametarski skup
{(−1, z + 4, z) : z ∈ R} koji odre�uje zajedniqku pravu p ravni α i β. Prema tome,
parametarski oblik jednaqine prave p je x = −1, y = t+ 4, z = t, a �en kanonski oblik je
x+ 1

0
=
y − 4

1
=
z

1
.

d) d(O,α) =
|2 · 0 + 1 · 0− 1 · 0− 2|
√

22 + 12 + (−1)2
=

2√
6
=

1

3

√
6.


