
MATEMATIKA 1

1. Kolokvijum, novembar 2012 - Grupa 7

Dragan �ori�

1. Neka je A = {(a, b) : a ∈ R, b ∈ R, b 6= 0} i neka je operacija ∗ definisana sa

(a, b) ∗ (c, d) = (ad+ c+ d, bd), (a, b), (c, d) ∈ A.

Ispitati da li je (A, ∗) grupa i ako jeste da li je i Abelova.

Rexe�e:

1. Operacija ∗ je zatvorena u skupu A jer iz a, b, c, d ∈ R sledi ad+ c+ d, bd ∈ R, a iz b 6= 0 i
d 6= 0 sledi da je bd 6= 0.

2. Operacija ∗ je asocijativna jer je

((a, b) ∗ (c, d)) ∗ (e, f) = (ad+ c+ d, bd) ∗ (e, f) = (adf + cf + df + e+ f, bdf)

i
(a, b) ∗ ((c, d) ∗ (e, f)) = (a, b) ∗ (cf + e+ f, df) = (adf + cf + e+ f + df, bdf).

3. Iz jednakosti (a, b) ∗ (e1, e2) = (a, b), odnosno (ae2 + e1 + e2, be2) = (a, b), dobijamo da je
e2 = 1 i e1 = −1. Kako je (−1, 1) ∗ (a, b) = (−b+a+ b, b) = (a, b) i (−1, 1) ∈ A, to je (−1, 1)
neutralni element u odnosu na operaciju ∗.

4. Obzirom da je b 6= 0 za svako (a, b) ∈ A, iz jednakosti (a, b) ∗ (u, v) = (−1, 1), odnosno
(av + u + v, bv) = (−1, 1) imamo da je u = −(1 + a + b)/b i v = 1/b i (u, v) ∈ A. Kako je
jox i

(

−1 + a+ b

b
,
1

b

)

∗ (a, b) = (−1− a− b+ a+ b, 1) = (−1, 1),

svaki element (a, b) skupa A ima svoj inverzni element.

Na osnovu (1)-(4) sledi da je struktura (A, ∗) grupa. Me�utim, iz jednakosti

(2, 2) ∗ (1, 1) = (4, 2), (1, 1) ∗ (2, 2) = (6, 2)

sledi da ∗ nije komutativna operacija, pa struktura (A, ∗) nije Abelova grupa.

2. Odrediti rang matrice A u zavisnosti od realnog parametra a ako je

A =
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

.

Rexe�e: Poxto je matrica A tipa 4× 5, �en rang mo�e biti najvixe 4. Da li je 4? U
glavnom minoru reda 4 ne figurixe parametar a, pa mo�emo proveriti da li on odre�uje
rang date matrice. Razvojem po drugoj koloni imamo da je
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= −93 + 3 · (−47) = −234.



Dakle, pun pogodak! Kako je M4 6= 0, to je r(A) = 4 nezavisno od vrednosti parametra a
(uprkos tekstu zadatka!).

3. U zavisnosti od realnog parametra a rexiti sistem

x − y + z = 1
2x + ay + 4z = 3
−x + (−a− 1)y + az = −2.

Rexe�e: Neka je D determinanta matrice datog sistema. Kako je D = (a + 2)(a + 3),
postoje tri sluqaja.

(1) Za a 6∈ {−3,−2} sistem ima jedinstveno rexe�e (x, y, z) = (Dx/D,Dy/D,Dz/D), gde je

Dx =
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= a+3, Dz =
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Dakle, u ovom sluqaju je (x, y, z) =

(

a+ 3

a+ 2
,

1

a+ 2
, 0

)

.

(2) Za a = −2 dati sistem nema rexe�a jer je Dy = 1 6= 0.

(3) Za a = −3 dati sistem ekvivalentan je sistemu

x − y + z = 1
y − 2z = −1

koji ima jednoparametarski skup rexe�a. Ako je z slobodna promen	iva, tada je
x = z i y = 2z − 1. Dakle, u ovom sluqaju, (x, y, z) ∈ {(α, 2α− 1, α), α ∈ R} .

4. Date su prave p :
x− 2

λ
=
y − 2

2
=
z − 1

1
(λ ∈ R) i q :

{

x− 2y + z + 1 = 0

2x+ y − 3z + 2 = 0
i taqka

M(4, 0, 1).

a) Odrediti parametar λ tako da se prave p i q seku.

b) Za tako dobijenu vrednost λ izraqunati rastoja�e taqke M od ravni odre�ene pravama
p i q.

Rexe�e: Neka su np i nq vektori pravaca pravih p i q, neka je α ravan odre�ena
pravama p i q i neka je nα vektor normale ravni α.

a) Kako je
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= 5i+5j+5k i Q(−1, 0, 0) ∈ q, jednaqina prave q je
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Iz uslova

[np, nq,
−−→
QP ] =
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gde je P (2, 2, 1) taqka prave p, dobijamo da je λ = 3.

b) Kako je nα =
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= i− 2j + k i Q ∈ α, jednaqina ravni α je x− 2y + z + 1 = 0.

Prema formuli za rastoja�e taqke od ravni imamo da je

d(M,α) =
|4− 2 · 0 + 1 + 1|√

1 + 4 + 1
=
√
6.


