
MATEMATIKA 1

1. Kolokvijum, novembar 2014 - Grupa 6

Dragan �ori�

1. Neka je M =
{

(x, y) : x, y ∈ R, x2 − 7y2 6= 0
}

i neka je operacija ∗ definisana sa

(x, y) ∗ (a, b) = (xa+ 7yb, xb+ ya)

za sve (x, y), (a, b) ∈ M. Ispitati da li je (M, ∗) grupa. Da li je data operacija komuta-
tivna?

Rexe�e. Doka�imo da je (M, ∗) Abelova grupa.

1. Operacija ∗ je zatvorena u skupuM. Ako je (x, y) ∗ (a, b) = (u, v), tada iz a, b, x, y ∈ R sledi
da je u = xa+ 7yb ∈ R i v = xb+ ya ∈ R.

Treba jox proveriti da li je u2 − 7v2 6= 0 za (x, y) ∈M i (a, b) ∈M. Kako je

u2 − 7v2 = (xa+ 7yb)2 − 7(xb+ ya)2

= x2a2 + 14xayb+ 72y2b2 − 7x2b2 − 14xbya− 7y2a2

= x2(a2 − 7b2) + 7y2(7b2 − a2)
= (a2 − 7b2)(x2 − 7y2)

i kako je a2 − 7b2 6= 0 i x2 − 7y2 6= 0, to je i u2 − 7v2 6= 0.

Prema tome, (u, v) ∈M.

2. Operacija je u skupu M komutativna jer je

(a, b) ∗ (x, y) = (ax+ 7by, ay + bx) = (u, v).

3. Operacija ∗ je asocijativna. Za (x, y), (a, b), (c, d) ∈M je

[(x, y) ∗ (a, b)] ∗ (c, d) = (u, v) ∗ (c, d) = (p, q),

gde je
p = uc+ 7vd = (ax+ 7yb)c+ 7(xb+ ya)d = axc+ 7ybc+ 7xbd+ 7yad,

q = ud+ vc = (ax+ 7yb)d+ (xb+ ya)c = axd+ 7ybd+ xbc+ yac.

S druge strane, imamo da je

(x, y) ∗ [(a, b) ∗ (c, d)] = (x, y) ∗ (s, t) = (g, h),

gde je
g = xs+ 7yt = x(ac+ 7bd) + 7y(ad+ bc) = xac+ 7bdx+ 7yad+ 7ybc,

h = xt+ ys = x(ad+ bc) + y(ac+ 7bd) = xad+ xbc+ yac+ 7ybd.

Kako je p = g i q = h, operacija ∗ je asocijativna.

4. Jediniqni element je (1, 0) jer je 1, 0 ∈ R, 12 6= 7 · 02 i va�i

(x, y) ∗ (1, 0) = (1, 0) = (x, y)

za svaki element (x, y) ∈M.



5. Svaki element (x, y) skupaM ima svoj inverzni element. Iz jednakosti (x, y) ∗ (a, b) = (1, 0)
sledi da je ax+ 7yb = 1 i xb+ ya = 0. Determinanta ovog sistema (po a i b) je
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= x2 − 7y2 6= 0,

pa sistem ima jedinstveno rexe�e

a =
x

x2 − 7y2
, b = − y

x2 − 7y2
.

Kako je a, b ∈ R i a2 − 7b2 =
1

x2 − 7y2
6= 0, to je (a, b) ∈ M. Naravno, zbog komu-

tativnosti va�i i (a, b) ∗ (x, y) = (1, 0). Prema tome, element (a, b) je inverzni za
element (x, y).

Na osnovu (1)-(5) sledi da je struktura (M, ∗) Abelova grupa.

2. U zavisnosti od vrednosti parametara p i q odrediti rang matrice
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Rexe�e: Neka je r rang date matrice. Minor
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r ≥ 2. Kako je
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= −13q + 26,

to je r = 3 za q 6= 2.

Za q = 2 imamo da je

A =


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

 ∼





−3 3 2 1 5
p 13 1 0 −1
−p −13 2p+ 5 0 1





∼





−3 3 2 1 5
p 13 1 0 −1
0 0 2p+ 6 0 0



 ∼





1 3 2 −3 5
0 13 1 p −1
0 0 2p+ 6 0 0



 .

Iz posledn�e matrice vidimo da je r = 3 za 2p+ 6 6= 0 i r = 2 za p = −3.

Prema tome, r = 2 za (p, q) = (−3, 2) i r = 3 za (p, q) 6= (−3, 2).

3. U zavisnosti od vrednosti realnog parametra a diskutovati i rexiti sistem

2x + (a+ 1)y + 2(a+ 1)z = 1
2ax + 2y + (3a+ 1)z = 1
2ax + 2ay + (3a+ 1)z = a.

Rexe�e: Neka je D determinanta matrice datog sistema. Kako je
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∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 2a+ 2 a+ 1
2a 2 3a+ 1
2a 2a 3a+ 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 a+ 1 2a+ 2
2a 2 3a+ 1
0 2a− 2 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −(2a− 2)

∣

∣

∣

∣

2 2a+ 2
2a 3a+ 1

∣

∣

∣

∣

= 4(a− 1)2(2a+ 1),

postoje tri sluqaja.



(1) Za m 6∈ {−1/2, 1} sistem ima jedinstveno rexe�e (x, y, z) =
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, gde je
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Dz =
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Dakle, u ovom sluqaju je (x, y, z) =

(
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· 3a+ 1
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,
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2
,−1

2
· a

2a+ 1

)

.

(2) Za a = −1/2 dati sistem nema rexe�a jer je D = 0 i Dz = 9/4 6= 0.

(3) Za a = 1 dati sistem ekvivalentan je jednaqini 2x + 2y + 4z = 1, pa sistem ima
dvoparametarski skup rexe�a. Dakle, u ovom sluqaju,

(x, y, z) ∈ {(1/2− α− 2β, α, β) , α, β ∈ R} .

4. U vektorskom prostoru V = (R3,R,+, ·) dati su vektori

a = (1, 2, 3), b = (1, 1,−2), c = (0, 2,−6), d = (1,−1, 1).

a) Dokazati da vektori a, b i c qine bazu vektorskog prostora V .

b) Izraziti vektor d kao linearnu kombinaciju vektora a, b i c.

Rexe�e: a) Poxto je dim(V ) = 3, dovo	no je dokazati da su vektori a, b i c linearno
nezavisni. Iz jednakosti αa+ βb+ γc = 0 dobijamo homogen sistem

α+ β = 0, 2α+ β + 2γ = 0, 3α− 2β − 6γ = 0

koji ima trivijalno rexe�e ako i samo ako je determinanta D matrice sistema razliqita
od nule. Kako je
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dati vektori su linearno nezavisni.

Prema tome, vektori a, b i c qine bazu vektorskog prostora V .



b) Iz jednakosti

d = (1,−1, 1) = x1a+ x2b+ x3c

= (x1, 2x1, 3x1) + (x2, x2,−2x2) + (0, 2x3,−6x3)
= (x1 + x2, 2x1 + x2 + 2x3, 3x1 − 2x2 − 6x3)

imamo sistem

x1 + x2 = 1, 2x1 + x2 + 2x3 = −1, 3x1 − 2x2 − 6x3 = 1.

Rexava�em ovog sistema (na primer, Kramerovim pravilom - matrica sistema je matrica

homogenog sistema iz a)) dobijamo x1 = −3

8
, x2 =

11

8
i x3 = −13

16
.

Prema tome, d = −3

8
a+

11

8
b− 13

16
c.

:::::::::::::::::::::::::::::::

Uvid u radove

Uvid u radove bi�e u kab.317 (ako jox uvek bude postojao) u slede�im terminima:

Za studente sa vixe od 9 poena - 9.12.2014 u 12:20

Za studente sa ma�e od 10 poena - 11.12.2014 u 12:20

Pre dolaska na uvid treba deta	no prouqiti prilo�ena rexe�a zadataka i pripremiti
eventualna pita�a.

Prof Dragan �ori�


