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Dragan �ori�

1. Neka je N =











1− a 0 a
0 0 0
a 0 1− a



 | a ∈ R, a 6= 1/2







i neka je operacija ∗ mno�e�e

matrica. Ispitati da li je (N , ∗) grupa. Da li je (N , ∗) Abelova grupa?

Rexe�e. Ako je Ma =





1− a 0 a
0 0 0
a 0 1− a



, tada je

Ma ∗Mb =Ma ·Mb =





1− a− b+ 2ab 0 a+ b− 2ab
0 0 0

a+ b− 2ab 0 1− a− b+ 2ab



 =Ma+b−2ab.

Kako iz pretpostavke Ma ∈ N i Mb ∈ N sledi da je a, b ∈ R i da je (1− 2a)(1− 2b) 6= 0, to
je a+ b− 2ab ∈ R i a+ b− 2ab 6= 1/2. Prema tome, Ma+b−2ab ∈ N , xto znaqi da je operacija
∗ zatvorena u N .

Operacija ∗ je asocijativna jer je mno�e�e matrica asocijativna operacija.

Kako je M0 ·Ma =Ma ·M0 =Ma i kako M0 ∈ N , struktura (S, ∗) ima jediniqni element.

Za Ma ∈ N va�i
Ma ∗Ma/(2a−1) =Ma/(2a−1) ∗Ma =M0.

Kako Ma/(2a−1) ∈ N za a 6= 1/2 (a/(2a− 1) ∈ R i a/(2a− 1) 6= 1/2), to je M−1a =Ma/(2a−1), xto
znaqi da svaki element iz skupa N ima inverzni element koji pripada N .

Iz svega navedenog sledi da je struktura (S, ∗) grupa. Poxto je i Mb ∗Ma =Ma+b−2ab,
ova grupa je i Abelova.

2. Dati su vektori a = (1, 0,m+ 2), b = (m, 3,−1), c = (2,−2, 2) i d = (−2, 0, 4).
a) Odrediti vrednost realnog parametra m tako da vektori a, b i c budu linearno

zavisni.
b) Dokazati da za m = −3 vektori a, b i c qine bazu vektorskog prostora R3 i izraziti

vektor d kao linearnu kombinaciju ta tri vektora.

Rexe�e:

a) Vektori a, b i c su linearno zavisni ako jednakost αa + βb + γc = (0, 0, 0) va�i za
neko (α, β, γ) 6= (0, 0, 0). Iz jednakosti

α(1, 0,m+ 2) + β(m, 3,−1) + γ(2,−2, 2) = (0, 0, 0)

dobijamo homogen sistem

α+mβ + 2γ = 0

3β − 2γ = 0

(m+ 2)α− β + 2γ = 0.

koji ima netrivijalno rexe�e ako i samo ako je matrica sistema singularna. Kako je
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∣

∣
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∣

∣
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= −2m2 − 10m− 8 = −2(m+ 4)(m+ 1),

vektori a, b i c su linearno zavisni ako je m = −4 ili ako je m = −1.



b) Poxto je dimenzija prostora R3 jednaka tri1, dati vektori qine bazu tog prostora
ako su linearno nezavisni. Kako iz a) imamo da su za m = −3 vektori a, b i c linearno
nezavisni, oni qine bazu prostora R3.

Koordinate (x, y, z) vektora d u ovoj bazi odre�ujemo iz jednakosti

(−2, 0, 4) = x(1, 0,−1) + y(−3, 3,−1) + z(2,−2, 2)

iz koje dobijamo sistem

x− 3y + 2z = −2
3y − 2z = 0

x− y + 2z = 4.

Rexava�em ovog sistema (na primer, Kramerovim pravilom) nalazimo da je (x, y, z) =

(−2, 1, 3/2). Prema tome, d = −2a+ b+
3

2
c.

3. Date su prava p :
x− 3

−2
=
y + 2

4
=
z − 2

−5
i ravan α : x+ y + 4z − 9 = 0.

a) Ispitati me�usobni polo�aj prave p i ravni α. Ukoliko su paralelne odrediti
rastoja�e izme�u α i p, u suprotnom odrediti ugao izme�u �ih.

b) Odrediti ortogonalnu projekciju prave p na ravan α.

Rexe�e: a) Primetimo najpre da taqka P (3,−2, 2) pripada i pravi p i ravni α, dok
taqka Q(1, 2,−3) pripada pravi p a ne pripada ravni α. Prema tome, prava p i ravan α
nisu paralelne, a �ihov presek je taqka P (3,−2, 2). Kako je

sin∠(p, α) =
|np · nα|
|np| · |nα|

=
|(−2, 4,−5) · (1, 1, 4)|√
1 + 1 + 16 ·

√
4 + 16 + 25

=

√
2√
5
,

to je ∠(p, α) = arcsin
√

2/5.

b) Projekcija taqke Q na ravan α je prodor prave q :
x− 1

1
=
y − 2

1
=
z + 3

4
kroz ravan

α. Zamenom x = t + 1, y = t + 2 i z = 4t − 3 u jednaqinu ravni α dobijamo da je t = 1, xto
znaqi da je Q′(2, 3, 1) projekcija taqke Q.

Projekcija prave p na ravan α je prava p′ odre�ena taqkama P i Q′. Kako je
−−→
PQ′ =

(−1, 5,−1), tra�ena projekcija je

p′ :
x− 3

−1
=
y + 2

5
=
z − 2

−1
.

Napomena. Ugao iz taqke a) mo�emo da odredimo i pomo�u projekcije p′ jer je

cos∠(p, α) = cos∠(p, p′) =
np · np′
|np| · |np′ |

=

√

3

5
.
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