
MATEMATIKA 1

1. Kolokvijum, novembar 2008 - Grupa D

Dragan �ori�

1. Neka je A = (3,+∞) i neka je ∗ operacija na R definisana sa

x ∗ y = 3xy − 9x− 9y + 30.

Ipitati da li je (A, ∗) Abelova grupa.

Rexe�e:

1. Operacija ∗ je zatvorena u skupu A (operacija i uskupu A). Za x, y ∈ A je

x ∗ y = 3(x− 3)(y − 3) + 3 > 3

(jer je x < 3 i y > 3), xto nazqi da x∗y ∈ A, odnosno da je (A, ∗) algebarska struktura
(grupoid).

2. Operacija ∗ je komutativna. Iz komutativnosti mno�e�a i sabira�a realnih brojeva
sledi da je x ∗ y = y ∗ x (komutativni grupoid).

3. Operacija ∗ je asocijativna. Iz

(x ∗ y) ∗ z = (3xy − 9x− 9y + 30) ∗ z
= 3(3xy − 9x− 9y + 30)z − 9(3xy − 9x− 9y + 30)− 9z + 30

= 9xyz − 27xz − 27yz − 27xy + 81x+ 81y + 81z − 240.

i

x ∗ (y ∗ z) = x ∗ (3yz − 9y − 9z + 30) ∗ z
= 3x(3yz − 9y − 9z + 30)− 9x− 9(3yz − 9y − 9z + 30)

= 9xyz − 27xz − 27yz − 27xy + 81x+ 81y + 81z − 240.

sledi (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z).

4. U skupu A postoji neutralni element. Iz x ∗ e = x, odnosno

3xe− 9x− 9e+ 30 = x

sledi da je e =
10

3
(jer je x − 3 6= 0). Kako e ∈ A i kako va�i komutativnost, to je e

neutralni element u A.

5. Za x ∈ A postoji inverzni element u A. Iz x ∗ x′ = e, odnosno

3xx′ − 9x− 9x′ + 30 =
10

3

sledi da je

x′ =
1

9
· 27x− 80

x− 3
.

Kako je

x′ >
1

9
· 27x− 81

x− 3
= 3,

to znaqi da x′ ∈ A.



Na osnovu (1)-(5) sledi da je (A, ∗) Abelova grupa.

2. Rexiti matriqnu jednaqinu
[

1 0
2 1

]

·X +

[

0 2
−3 2

]

·X =

[

1 0 2
−1 5 −2

]

.

Rexe�e: Jednaqina mo�e da se zapixe u obliku AX = B, gde je

A =

[

1 2
−1 3

]

, B =

[

1 0 2
−1 5 −2

]

.

Kako je A regularna matrica, to je

X = A−1 ·B =
1

5

[

3 −2
1 1

]

·
[

1 0 2
−1 5 −2

]

=
1

5

[

5 −10 10
0 5 0

]

=

[

1 −2 2
0 1 0

]

.

3. U zavisnosti od realnog parametra δ rexiti sistem

x + y + z + w = 2
3x + y + 2z + w = 7
−x + y + w = δ

Rexe�e: Sistem je ekvivalentan sistemu

x + y + z + w = 2
−2y − z − 2w = 1

0 = 3 + δ

1. Za δ 6= −3 sistem nije saglasn.

2. Za δ = −3 sistem ima dvoparametarski skup rexe�a

Rs,t =
{(

5− s
2

,−s+ 2t+ 1

2
, s, t

)

; s, t ∈ R
}

.

4. Dati su vektori

a = (m− 3, 3,−1), b = (1,−1, 3), c = (1,m+ 4,−1), m ∈ R.

1. Odrediti vrednosti parametra m za koje su a, b i c linearno zavisni.

2. Za vrednost m iz 1., koja je ceo broj, izraziti vektor c pomo�u vektora a i b.

Rexe�e:

1. Iz jednakosti αa+ βb+ γc = 0 dobijamo homogen sistem

(m− 3)α + β + γ = 0
3α − β + (m+ 4)γ = 0
−α + 3β − 11γ = 0

Ovaj sistem ima netrivijalna rexe�a (a tada su a, b i c linearno zavisni) ako je
�egova determinanta D jednaka nuli. Kako je

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

m− 3 1 1
3 −1 m+ 4
−1 3 −11

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −3m2 + 7m+ 40,

tra�eni uslov je ispu�en za m ∈ {−8/3, 5}.



2. Za m = 5 imamo vektore

a = (2, 3,−1), b = (1,−1, 3), c = (1, 9,−11).

Iz jednakosti c = λa+ µb dobijamo sistem

2λ+ µ = 1, 3λ− µ = 9, −λ+ 3µ = −11

qije je rexe�e λ = 2, µ = −3. Prema tome, c = 2a− 3b.

5. Odrediti jednaqinu ravni α koja sadr�i pravu p i paralelna je pravoj q, ako je

p :
x− 3

2
=
y

1
=
z − 1

−1
, q :

x− 2

1
− y + 1

−2
=
z + 2

3
.

Rexe�e: Za vektor normale ravni α mo�emo uzeti vp×vq, gde su vp i vq vektori pravaca
datih pravih. Kako je

vp × vq = (2, 1,−1)× (1,−2, 3) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

i j k
2 1 −1
1 −2 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= i− 7j − 5k

i kako ravan α sadr�i taqku P (3, 0, 1) (koja je na pravoj p), jednaqina ravni α je

1 · (x− 3)− 7 · (y − 0)− 5 · (z − 1) = 0.

Prema tome, α : x− 7y − 5z + 2 = 0.


