
MATEMATIKA 1

1. Kolokvijum, novembar 2008 - Grupa L

Dragan �ori�

1. Neka je

M =
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 ; α, β ∈ R, α2 + β2 6= 0
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.

Ispitati da li je (M, ·) Abelova grupa.

Rexe�e:

1. Operacija mno�e�a matrica je zatvorena u skupu M (operacija i uskupu M). Ako je

Mα,β =





α α −β
0 0 0
β β α



 ,

tada je
Mα,β ·Mu,v =Mαu−βv,βu+αv =Ms,t.

Kako matrica Ms,t ima oblik elemnta iz skupa M i kako je s, t ∈ R, treba jox
proveriti da li je s2 + t2 6= 0 (uz pretpostavku da je α2 + β2 6= 0 i u2 + v2 6= 0).
Pretpostavimo suprotno, da je s = t = 0, odnosno

αu− βv = 0, βu+ αv = 0.

Ako ove jednakosti tretiramo kao sistem po nepoznatim, na primer u i v, tada taj
sistem ima samo trivijalno rexe�e (jer je determinanta sistem razliqita od nule,
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= α2 + β2) u = v = 0, xto nije mogu�e zbog pretpostavke u2 + v2 6= 0. Dakle,

nije s = t = 0, ve� je s2 + t2 6= 0. To znaqi da je (M, ·) grupoid.

2. Operacija je u skupu M komutativna. Kako je

Mu,v ·Mα,β =Muα−vβ,vα+uβ

komutativnost sledi iz komutativnosti mno�e�a i sabira�a realnih brojeva ( uα−
vβ = αu− βv i vα+ uβ = βu+ αv). Dakle, (M, ·) je komutativni grupoid.

3. Operacija je asocijativna. Asocijativnost za mno�e�e matrica va�i u opxtem sluqaju,
pa i u skupu M.

4. U skupu M postoji neutralni element. Iz uslova Mα,β · Mu,v = Mα,β dobijamo da je
neutralni element u skupu M matrica M1,0 (0, 1 ∈ R i 12 + 02 6= 0).

5. ZaMα,β ∈M postoji inverzni element uM. Iz uslova Mα,β ·Mu,v =M1,0 dobijamo sistem

αu− βv = 1, βu+ αv = 0

qija su rexe�a

u =
α

α2 + β2
, v =

−β
α2 + β2

.

Kako je u, v ∈ R i u2 + v2 =
1

α2 + β2
6= 0, to Mu,v ∈M. Dakle,

M−1α,β =Mα/(α2+β2),−β/(α2+β2).



Na osnovu (1)-(5) sledi da je (A, ∗) Abelova grupa.

2. Ispitati rang matrice





1 λ −1 2
2 −1 λ 5
1 10 −6 1



 u zavisnosti od realnog parametra λ.

Rexe�e: Ako je A data matrica, tada je

A ∼





1 2 λ −1
2 5 −1 λ
1 1 10 −6



 ∼





1 2 λ −1
0 1 −1− 2λ λ+ 2
0 −1 10− λ −5



 ∼





1 2 λ −1
0 1 −1− 2λ λ+ 2
0 0 9− 3λ λ− 3





Prema tome, r(A) = 2 za λ = 3 i r(A) = 3 za λ 6= 3.

3. U zavisnosti od realnog parametra λ rexiti sistem

x − 2y = 2
2x − 3y + (2λ+ 4)z = 7
−x + 2y − (λ+ 2)z = −4

Rexe�e: Izraqunava�em determinante D sistema i determinanti Dx, Dy i Dz dobijamo

D = −(λ+ 2), Dx = 0, Dy = λ+ 2, Dz = −2.

1. Za λ 6= −2 sistem ima jedinstveno rexe�e

(x, y, z) =

(

0,−1, 2

λ+ 2

)

(Kramerove formule).

2. Za λ = −2 imamo sistem

x− 2y = 2, 2x− 3y = 7, −x+ 2y = −4

koji nije saglasan (iz prve i tre�e jednaqine sledi 0 = −2)

4. Dati su vektori

e1 = (2,−3, 1), e2 = (3,−1, 5), e3 = (1,−4, 3).

1. Dokazati da vektori e1, e2 i e3 obrazuju bazu prostora R3.

2. Odrediti koordinate vektora x = (2,−2, 7) u bazi {e1, e2, e3}.

Rexe�e:

1. Iz jednakosti αe1 + βe2 + γe3 = 0 dobijamo homogen sistem

2α+ 3β + γ = 0, −3α− β − 4γ = 0, α+ 3β + 3γ = 0.

Kako je
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= 35 6= 0,

sistem ima samo trivijalno rexe�e α = β = γ = 0, pa su vektori e1, e2 i e3 linearno
nezavisni. Iz qi�enice da je prostor R3 trodimenzioni sledi da je skup {e1, e2, e3}
baza tog prostora.



2. Iz jednakosti (2,−2, 7) = pe1 + qe2 + re3 dobijamo sistem

2p+ 3q + r = 2, −3p− q − 4r = −2, p+ 3q + 3r = 7.

Rexava�em tog sistema (na primer, Kramerovim pravilom) dobijamo p = −1, q = r =
1 (D = Dq = Dr = 35, Dp = −35). Prema tome,

x = −e1 + e2 + e3.

5. Ravan α je odre�ena taqkama A(1, 1, 0), B(1, 0,−1) i C(3, 1, 1). Izraqunati rastoja�e
taqke D(2, 0, 1) od ravni α.

Rexe�e: Za vektor normale ravni α mo�emo da uzmemo vektorski proizvod vektora AB
i AC. Kako je

AB ×AC =
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∣

∣

∣

i j k
0 −1 −1
2 0 1
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∣
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= −i− 2j + 2k

i kako A ∈ α, jednaqina ravni α je 1·(x−1)+2·(y−1)−2·(z−0) = 0, odnosno x+2y−2z−3 = 0.
Prema tome,

d(D,α) =
|2 + 2 · 0− 2 · 1− 3|√

1 + 4 + 4
= 1.


