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I kolokvijum 2023

1. Odrediti vrednost relanog parametra A tako da funkcija

f(x, y) =


9x2 + 9y2 − xy(x+ y) + 6xy

3x2 + 2xy + 3y2
, (x, y) ̸= (0, 0)

A , (x, y) = (0, 0)

bude neprekidna u taqki (0,0).

2. Odrediti sve lokalne ekstremne vrednosti funkcije

f(x, y, z) = ln(xyz2)− 1

2
x2 − 1

8
y2 − z2 − xy.

3. Odrediti najmaǌu i najve�u vrednost funkcije

f(x, y) = x2 + y2 − 4y + 1,

na oblasti D = {(x, y) : y ≥ 1

2
|x|, x2 + y2 ≤ 5}.

Rexeǌa:

1. Da bi funkcija f bila neprekidna u taqki (0, 0) neophodno je da va�i
lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = f(0, 0) = A. Primetimo najpre da va�i

9x2 + 9y2 − xy(x+ y) + 6xy

3x2 + 2xy + 3y2
=

3(x2 + 3y2 + 2xy)− xy(x+ y)

3x2 + 2xy + 3y2

= 3− xy(x+ y)

3x2 + 2xy + 3y2
= 3− xy(x+ y)

2x2 + (x+ y)2 + 2y2
.

Doka�imo da je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 3, odnosno da je

lim
(x,y)→(0,0)

xy(x+ y)

2x2 + (x+ y)2 + 2y2
= 0.

Naime, jasno je da va�i 2x2 + (x+ y)2 + 2y2 ≥ x2 i 2x2 + (x+ y)2 + 2y2 ≥ y2,
odakle sledi da za (x, y) ̸= (0, 0) va�i

0 ≤
∣∣∣∣ xy(x+ y)

2x2 + (x+ y)2 + 2y2

∣∣∣∣ ≤ x2|y|+ y2|x|
2x2 + (x+ y)2 + 2y2

=
x2

2x2 + (x+ y)2 + 2y2
|y|+ y2

2x2 + (x+ y)2 + 2y2
|x|

≤ |y|+ |x| → 0, kad (x, y) → (0, 0).

Dakle, data funkcija je neprekidna u taqki (0, 0) za A = 3.
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2. Funkcija f je definisana za sve ure�ene trojke (x, y, z) takve da je
xy > 0 i z ̸= 0

Stacionarne taqke �emo dobiti iz uslova f ′
x = 0, f ′

y = 0, f ′
z = 0, xto je

ekvivalentno sa
1

x
−x−y = 0,

1

y
− 1

4
y−x = 0,

2

z
−2z = 0. Odavde jednostavno

dobijamo slede�i sistem jednaqina:

x2 + xy = 1(1)

y2 + 4xy = 4(2)

z2 = 1.(3)

Vidimo najpre da iz (3) sledi da je z = 1 ili z = −1. Ako pomno�imo
jednaqinu (1) sa (−4) i dodamo jednaqini (2) dobi�emo da za x i y mora
va�iti y2−4x2 = 0, odakle zakǉuqujemo da mora biti y = 2x ili y = −2x.
Vra�eǌem u (1) vidimo da u prvom sluqaju mora biti 3x2 = 1, odakle je
x = 1/

√
3 ili x = −1/

√
3, dok je u drugom sluqaju −x2 = 1, xto nema rex-

eǌa u skupu realnih brojeva. Dakle, imamo qetiri stacionarne taqke,
S1

(
1√
3
, 2√

3
, 1
)
, S2 = −

(
1√
3
,− 2√

3
, 1
)
, S3

(
1√
3
, 2√

3
,−1

)
i S4 = −

(
1√
3
,− 2√

3
,−1

)
.

Drugi parcijalni izvodi date funkcije su f ′′
xx = − 1

x2
− 1, f ′′

xy = −1,

f ′′
xz = 0, f ′′

yy = − 1

y2
− 1

4
, f ′′

yz = 0 i f ′′
zz = − 2

z2
− 2.

Neka su D1, D2 i D3 glavni minori Heseove matrice

f ′′
xx f ′′

xy f ′′
xz

f ′′
xy f ′′

yy f ′′
yz

f ′′
xz f ′′

yz f ′′
zz

.
Tada za sve qetiri stacionarne taqke va�i:

D1 = −4 < 0, D2 =

∣∣∣∣−4 −1
−1 −1

∣∣∣∣ = 3 > 0 i D3 =

∣∣∣∣∣∣
−4 −1 0
−1 −1 0
0 0 −4

∣∣∣∣∣∣ = −12 < 0,

Na osnovu Silvesterovog kriterijuma, funkcija f ima lokalni maksimum

u taqkama S1, S2, S3 i S4 i va�i f(S1) = f(S2) = f(S3) = f(S4) = −2− ln
3

2
.

3. Odredimo najpre preseqne taqke krive y = 1
2 |x| i kru�nice x2 + y2 = 5:

x2 +

(
1

2
|x|

)2

= 5 ⇒ 5

4
x2 = 5 ⇒ x = ±2, y = 1,

odnosno preseqne taqke su (−2, 1) i (2, 1). Neka su A,B,C taqke sa koor-
dinatama A(0, 0), (2, 1) i (−2, 1), redom (videti sliku).

Iz uslova f ′
x(x, y) = 0, f ′

y(x, y) = 0, odnosno 2x = 0, 2y − 4 = 0, dobijamo
stacionarnu taqku S1(0, 2) koja pripada oblasti D.

Na otvorenoj du�i AC je f(x,− 1
2x) = 5

4x
2 + 2x + 1 = f1(x), x ∈ (−2, 0).

Uslov f ′
1(x) = 0 je ekvivalentan sa 5

2x + 2 = 0, odnosno x = − 4
5 ∈ (−2, 0),

odakle dobijamo stacionarnu taqku S2(− 4
5 ,

2
5 ).
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S1

S2 S3

y = − 1
2x y = 1

2x

S4

−2 2

Sliqno, na otvorenoj du�i AB je f(x, 1
2x) = 5

4x
2 − 2x + 1 = f2(x), za

x ∈ (−2, 0). Iz uslova f ′
2(x) = 0 dobijamo x = 4

5 ∈ (0, 2), odnosno jox jednu
stacionarnu taqku, S3(

4
5 ,

2
5 ).

Na kru�nom luku BC je f(x,
√
5− x2) = x2 + 5 − x2 − 4

√
5− x2 + 1 =

6 − 4
√
5− x2 = f3(x), za x ∈ (−2, 2). Iz uslova f ′

3(x) = 0 ⇔ 4x√
5− x2

= 0

zakǉuqujemo je x = 0 ∈ (−2, 2) i y =
√
5, odnosno S4(0,

√
5) je jox jedna

stacionarna taqka.

Pored ovih taqaka, kandidati za najmaǌu i najve�u vrednost su i
taqke A,B i C. Raqnunaǌem vrednosti f(S1) = −3, f(S2) = f(S3) = 1

5 ,
f(S4) = 6− 4

√
5, f(A) = 1 i f(B) = f(C) = 2, zakǉuqujemo da je:

min
D

f = f(S1) = −3,

max
D

f = f(B) = f(C) = 2.

NAPOMENA: Poxto nije oqigledno, poka�imo da je zaista f(S4) > −3:

6− 4
√
5 > −3 ⇔ 4

√
5 < 9 ⇔ (4

√
5)2 < 92 ⇔ 80 < 81,

odakle sledi zakǉuqak.


