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I kolokvijum 2024

1. Dokazati da je funkcija

f(x, y) =


3x2 + y3 − 2xy2√

x2 + y4
, (x, y) ̸= (0, 0)

0 , (x, y) = (0, 0)

neprekidna u taqki (0,0), a zatim izraqunati parcijalne izvode u taqki
(0, 0) ili pokazati da oni ne postoje.

2. Odrediti sve lokalne ekstremne vrednosti funkcije z = f(x, y) zadate
implicitno jednaqinom

x2 + 2y2

4
+

z3

3
− xz − 2yz + 2x+ y +

9

2
= 0, z > 0.

3. Odrediti najmaǌu i najve�u vrednost funkcije

f(x, y) = x2 + y2 − xy,

na oblasti D = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 9, |y| ≤ 3(x+ 1)}.

Rexeǌa:

1. Da bi funkcija f bila neprekidna u taqki (0, 0) neophodno je da va�i
lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = f(0, 0) = 0.

Primenom nejednakosti |x+y| ≤ |x|+ |y|, kao i oqiglednih nejednakosti
x2 + y4 ≥ x2 i x2 + y4 ≥ y4 dobijamo da je

0 ≤ |f(x, y)| = |3x2 + y3 − 2xy2|√
x2 + y4

≤ 3x2√
x2 + y4

+
y2(|y|+ 2|x|)√

x2 + y4

≤ 3x2

|x|
+

y2(|y|+ 2|x|)
y2

= 5|x|+ |y| → 0, kad (x, y) → (0, 0),

odakle sledi neprekidnost.
Daǉe, va�i

f(∆x, 0)− f(0, 0)

∆x
=

3∆x2+03−2∆x·0√
∆x2+04

− 0

∆x
=

3∆x2

∆x|∆x|
,

odakle je

lim
∆x→0+

f(∆x, 0)− f(0, 0)

∆x
= 3, odnosno lim

∆x→0−

f(∆x, 0)− f(0, 0)

∆x
= −3,

pa zakǉuqujemo da ne postoji parcijalni izvod f ′
x(0, 0).
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Sa druge strane, va�i

lim
∆y→0

f(∆x, 0)− f(0, 0)

∆x
= lim

∆y→0

3·02+∆y3−2·0·∆y2√
02+∆y4

− 0

∆y
= lim

∆y→0

∆y3

∆y3
= 1,

pa postoji parcijalni izvod po promenǉivoj y i va�i f ′
y(0, 0) = 1.

2. Neka je F (x, y, z) = x2+2y2

4 + z3

3 −xz− 2yz+2x+ y+ 9
2 , tako da je funkcija

z implicitno zadata vezom F (x, y, z) = 0. Diferenciraǌem jednakosti
F (x, y, z) = 0 po x i y, redom dobijamo da je

z′x(x+ 2y − z2) =
x

2
− z + 2,(1)

z′y(x+ 2y − z2) = y − 2z + 1.(2)

Stacionarne taqke �emo tra�iti iz uslova z′x = z′y = F (x, y, z) = 0. Iz
prva dva uslova imamo da je

x

2
− z + 2 = 0,

y − 2z + 1 = 0,

odakle jednostavno dobijamo vezu x = 2z − 4 i y = 2z − 1. Daǉe, iz jed-
nakosti F (2z − 4, 2z − 1, z) = 0, odnosno, nakon sre�ivaǌa

z3

3
− 3z2 + 6z = 0 ⇔ z(z2 − 9z + 18) = 0

i uslova z > 0 dobijamo da je z = 3 ili z = 6. Odatle direktno dobijamo
stacionarne taqke S1(2, 5) i S2(8, 11), uz z(S1) = 3 i z(S2) = 6.

Diferenciraǌem (1) po x i y, i (2) po y, dobijamo da je

z′′xx(x+ 2y − z2) = 2z(z′x)
2 − 2z′x +

1

2
,

z′′xy(x+ 2y − z2) = 2zz′xz
′
y + 2z′x + z′y,

z′′yy(x+ 2y − z2) = 2z(z′y)
2 − 4z′y + 1.

Za taqku S1 je z′′xx(S1) =
1
6 , z

′′
xy = 0 i z′′yy = 1

3 , a za taqku S2 je z′′xx(S2) = − 1
12 ,

z′′xy(S2) = 0 i z′′yy(S2) = − 1
6 .

Neka su D1 i D2 glavni minori Heseove matrice
[
z′′xx z′′xy
z′′xy z′′yy

]
. Tada za

stacionarnu taqku S1 va�i:

D1 =
1

6
> 0, D2 =

∣∣∣∣1/6 0
0 1/3

∣∣∣∣ = 1

18
> 0,

dok za stacionarnu taqku S2 va�i

D1 = − 1

12
< 0, D2 =

∣∣∣∣−1/12 0
0 −1/6

∣∣∣∣ = 1

72
> 0,
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Na osnovu Silvesterovog kriterijuma, funkcija z ima lokalni minimum
u taqki S1 i lokalni maksimum u taqki S2.

3. Data oblast D je oznaqena na slici ispod. Kandidate za najmaǌu i
najve�u vrednost �emo tra�iti u unutraxǌosti oblasti D, na otvorenim
du�ima AB i AC, na luku BC, kao i me�u samim taqkama A(−1, 0), B(0,−3)
i C(0, 3)

x

y

A

B

C

S1
S2

S3

S4

D

y = −3x− 3

y = 3x+ 3

Iz uslova f ′
x = 0, f ′

y = 0 dobijamo da je 2x − y = 2y − x = 0, odakle je
x = y = 0, pa je jedan kandidat stacionarna taqka S1(0, 0).

Du� AB se mo�e opisati kao skup taqaka (x, y), takvih da je y = −3x−3,
x ∈ (−1, 0). Va�i f(x,−3x− 3) = 13x2 +21x+9 = f1(x). Iz uslova f ′

1(x) = 0
dobijamo 26x+ 21 = 0, odakle je x = − 21

26 i y = − 15
26 . Dakle, novi kandidat

je taqka S2(− 21
26 ,−

15
26 )

Za taqke du�i AC va�i y = 3x+3, x ∈ (−1, 0). Imamo da je f(x, 3x+3) =
7x2 + 15x + 9 = f2(x). Iz uslova f ′

2(x) = 0, odnosno 14x + 15 = 0 dobijamo
x = − 15

14 /∈ (−1, 0), pa na ovoj du�i nemamo kandidata za najmaǌu i najve�u
vrednsot.

Na luku BC �emo kandidate tra�iti preko Lagran�ove funkcije: Ne-
ka je

L(x, y;λ) = x2 + y2 − xy + λ(x2 + y2 − 9).

Tada iz uslova L′
x = L′

y = 0 dobijamo da je

2x− y + 2λx = 0,

2y − x+ 2λy = 0.
(3)

Oduzimaǌem prve od druge jednaqine u prethodnom sistemu dobijamo da
je (y − x)(3 + 2λ) = 0. U sluqaju da je x = y, koriste�i uslov x2 + y2 = 9
dobijamo da je x = y = 3√

2
, odnosno S3(

3√
2
, 3√

2
) je nova taqka-kandidat.
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U sluqaju λ = − 3
2 , zamenom u sistem (3) dobijamo da je y = −x, pa iz

x2 + y2 = 9, dobijamo stacionarnu taqku S4(
3√
2
,− 3√

2
) koja pripada luku

BC.

Raqunaju�i vrednosti funkcije f u taqkama A,B,C i Si, i = 1, ..., 4,
zakǉuqujemo da je najmaǌa vrednost u taqki S1, f(S1) = 0, a najve�a
vrednost u taqki S4, f(S4) =

27
2 .


