
MATEMATIKA 1

2. Kolokvijum, januar 2014 - Grupa 2

1. Dat je niz (an), gde je

an =
1

4
√
n4 − 2n

+
1

4
√
n4 − 2n+ 1

+ · · ·+ 1
4
√
n4 + 3n

, n ≥ 2.

(1) Ispitati konvergenciju niza (an) i u sluqaju da konvergira odrediti �egovu graniqnu
vrednost.

(2) Odrediti taqke nagomilava�a niza (bn) qiji je opxti qlan dat sa

bn =
(−1)n + 2

3
· an +

n2 cos 2nπ
3 + 1

3n2 − n
.

Rexe�e: (1) Ako je un =
5n+ 1

4
√
n4 + 3n

i vn =
5n+ 1

4
√
n4 − 2n

, tada je un < an < vn i lim
n→∞

un =

lim
n→∞

vn = 5. Na osnovu teoreme o tri niza sledi da je niz (an) konvergentan i da je lim
n→∞

an = 5.

Na slede�oj slici je ucrtano prvih nekoliko qlanova 'policajaca' (un) i (vn), a odgo-
varaju�i qlanovi niza (an) se nalaze izme�u �ih.
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(2) Neka je bn = pn · an + cn · qn + rn, gde je

pn =
(−1)n + 2

3
, qn =

n2

3n2 − n
, cn = cos

2nπ

3
, rn =

1

3n2 − n
.

Nizovi (an), (qn) i (rn) su konvergentni, pri qemu je

lim
n→∞

an = 5, lim
n→∞

qn =
1

3
, lim

n→∞
rn = 0,

a nizovi (pn) i (cn) su periodiqni jer je

p2k = 1, p2k+1 =
1

3
(k ∈ N), c3l = 1, c3l+1 = c3l+2 = −1

2
(l ∈ N).



Ako dati niz (bn) razlo�imo na xest podnizova (uzimaju�i u podniz svaki xesti qlan),
imamo

b6m = 1 · a6m + 1 · q6m + r6m → 1 · 5 + 1 · 1
3
+ 0 =

16

3
, m→∞,

b6m+1 =
1

3
· a6m+1 −

1

2
· q6m+1 + r6m+1 →

1

3
· 5− 1

2
· 1
3
+ 0 =

3

2
, m→∞,

b6m+2 = 1 · a6m+2 −
1

2
· q6m+2 + r6m+2 → 1 · 5− 1

2
· 1
3
+ 0 =

29

6
, m→∞,

b6m+3 =
1

3
· a6m+3 + 1 · q6m+3 + r6m+3 →

1

3
· 5 + 1 · 1

3
+ 0 = 2, m→∞,

b6m+4 = 1 · a6m+4 −
1

2
· q6m+4 + r6m+4 → 1 · 5− 1

2
· 1
3
+ 0 =

29

6
, m→∞,

b6m+5 =
1

3
· a6m+5 −

1

2
· q6m+5 + r6m+5 →

1

3
· 5− 1

2
· 1
3
+ 0 =

3

2
, m→∞.

Poxto su svi ovi podnizovi (nizovi) konvergentni, �ihove graniqne vrednosti su jedine
taqke nagomilava�a datog niza (bn).

Dakle, taqke nagomilava�a datog niza su brojevi
3

2
, 2,

29

6
i

16

3
.

2. Date su funkcije f : x 7→ ln(cosx) i g : x 7→ e−2x
2
.

(1) Odrediti Maklorenove polinome qetvrtog stepena funkcija f i g.

(2) Odrediti vrednost realnog parametra A tako da funkcija h definisana sa

h(x) =







g(x)− 4f(x)− 1

x3
, x 6= 0

A, x = 0

bude neprekidna u taqki x = 0.

Rexe�e: (1) Za x→ 0 je

f(x) = ln

(

1− x2

2
+
x4

24
+ o(x4)

)

= −x
2

2
+
x4

24
− 1

2
· x

4

4
+ o(x4) = −x

2

2
− x4

12
+ o(x4),

g(x) = 1− 2x2 +
1

2
· 4x2 + o(x4) = 1− 2x2 + 2x4 + o(x4).

Prema tome, tra�eni Maklorenovi polinomi F4 i G4 za funkcije f i g su

F4(x) = 1− x2

2
− x4

12
, G4(x) = 1− 2x2 + 2x4.

(2) Za x→ 0 je

h(x) =
G4(x)− 4F4(x)− 1 + o(x4)

5x4
=

7
3x

4 + o(x4)

5x4
=

7

15
+ o(1),

pa je lim
x→0

h(x) =
7

15
. Prema tome, funkcija h je neprekidna u taqki x = 0 ako je A =

7

15
.

Na slici levo dati su grafici funkcije g i Maklorenovog polinoma G4, a na slici
desno je grafik funkcije h u sluqaju kada je ona neprekidna u taqki x = 0, odnosno kada

je A =
7

15
≈ 4.66.



−1 −0.5 0 0.5 1

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

x

2 x4 − 2 x2 + 1

g

G
4

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.32

0.34

0.36

0.38

0.4

0.42

0.44

0.46

0.48

x

h

A

4. Ispitati tok i skicirati grafik funkcije f : x 7→ 1 + lnx

x(1− lnx)
.

Rexe�e: (1) Iz uslova x > 0 i 1 − lnx 6= 0 dobijamo da je Df = (0, e) ∪ (e,+∞), a iz
jednakosti 1+ lnx = 0 imamo da je f(x) = 0 za x = 1/e. Funkcija je pozitivna za x ∈ (1/e, e)
i negativna za x ∈ Df \ (1/e, e).

Kako je lim
x→0+

x lnx = 0, to je lim
x→0+

f(x) = −∞, pa je y-osa vertikalna asimptota grafika

funkcije f za x → 0+. Prava x = e je tako�e vertikalna asimptota (i za x → e− i za
x → e+) jer je lim

x→e−
f(x) = +∞ i lim

x→e+
f(x) = −∞. Za x → +∞ primenom Lopitalovog

pravila dobijamo

lim
x→+∞

1 + lnx

x− x lnx
= lim
x→+∞

1/x

1− lnx− 1
= lim
x→+∞

1

x lnx
= 0,

xto znaqi da je x-osa horizontalna asimptota grafika funkcije f .

(2) Poxto je

f ′(x) =
1− lnx− (1 + lnx)(− lnx)

x2(1− lnx)2
=

1 + ln2 x

x2(1− lnx)2
> 0, x ∈ Df ,

funkcija f je rastu�a na intervalima (0, e) i (e,+∞).
(3) Diferencira�em prvog izvoda dobijamo

f ′′(x) =

[

1 + ln2 x

x2(1− lnx)2

]′

=

2 lnx · 1
x
· x2(1− lnx)2 − (1 + ln2 x)

[

2x(1− lnx)2 + x2 · 2(1− lnx) · −1
x

]

x4(1− lnx)4

=
2x lnx(1− lnx)2 − 2x(1− lnx)(1 + ln2)(1− lnx− 1)

x3(1− lnx)4

=
2 lnx(ln2 x− lnx+ 2)

x3(1− lnx)3
.

Kako je ln2 x − lnx + 2 > 0 i x > 0 za x ∈ Df , znak drugog izvoda funkcije f isti je kao i

znak koliqnika
lnx

1− lnx
.



Prema tome, na intervalima (0, 1/e) i (e,+∞) funkcija je konkavna, a na intervalu
(1/e, e) funkcija je konveksna. Grafik date funkcije ima samo jednu prevojnu taqku P (1, 1).
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Na slici je data skica grafika funkcije f .

Dragan �ori�


