
MATEMATIKA 1

Drugi kolokvijum (10.1.2015) - Grupa 1

1. Ispitati monotonost i ograniqenost niza (an) qiji je opxti qlan dat sa

an =
n2 + 2

en
.

Rexe�e: Kako je an+1 =
(n+ 1)2 + 2

en+1
, to je

an+1

an
=

(n+ 1)2 + 2

en+1
· en

n2 + 2
=

1

e
· n

2 + 2n+ 3

n2 + 2
.

Iz nejednakosti (n− 1)2 ≥ 0 sledi da je 2n ≤ n2 + 1, odnosno n2 + 2n+ 3 ≤ 2n2 + 4. Prema
tome, za n ∈ N va�i

n2 + 2n+ 3

n2 + 2
≤ 2,

pa je
an+1

an
≤ 2

e
< 1, xto znaqi da je (an) monotono opadaju�i niz.

Dati niz je i ograniqen jer je 0 < an ≤ a1 =
3

e
za svako n ∈ N.

Drugo rexe�e za monotonost. Neka je f(x) =
x2 + 2

ex
. Kako je

f ′(x) =
2xex − (x2 + 2)ex

e2x
= −x2 − 2x+ 2

ex
< 0

za svako x ∈ R, funkcija f je monotono opadaju�a na R. Specijalno, za x = n i y = n + 1
je x < y, pa je an+1 = f(y) < f(x) = an.

2. Neka je f(x) = x2 ln(x+ 2), g(x) = 3
√
cosx i h(x) = ln(1 + x2).

(1) Odrediti Tejlorov polinom tre�eg stepena funkcije f u okolini taqke x0 = 1 i
Maklorenove polinome qetvrtog stepena funkcija g i h.

(2) Odrediti

lim
x→0

g(x)− h(x)− 1 + 7
6x

2

5x4
.

Rexe�e: (1) Tejlorov polinomm T3 za funkciju f u okolini taqke x = 1 dat je sa

T3(x) = f(1) + f ′(1)(x− 1) +
f ′′(1)

2
(x− 1)2 +

f ′′′(1)

6
(x− 1)3.

Diferencira�em funkcije f nalazimo da je

f ′(x) = 2x ln(x+ 2) +
x2

x+ 2

f ′′(x) = 2 ln(x+ 2) +
4x

x+ 2
− x2

(x+ 2)2

f ′′′(x) =
2

x+ 2
+

4

(x+ 2)2
+

8

(x+ 2)3
.



U taqki x = 1 imamo da je

f(1) = ln 3, f ′(1) = 2 ln 3 +
1

3
, f ′′(1) = 2 ln 3 +

11

9
, f ′′′(1) =

38

27
.

Prema tome,

T3(x) = ln 3 +

(

2 ln 3 +
1

3

)

(x− 1) +

(

ln 3 +
11

18

)

(x− 1)2 +
19

81
(x− 1)3

=
7

162
− 5

27
x+

(

ln 3− 5

54

)

x2 +
19

81
x3.

Za x→ 0 va�i h(x) = x2 − 1

2
x4 + o(x4) i

g(x) =

(

1− x2

2
+

x4

24
+ o(x4)

)1/3

= 1− 1

3

(

x2

2
− x4

24
+ o(x4)

)

+

(

1/3

2

)(

x2

2
− x4

24
+ o(x4)

)2

+ o(x4)

= 1− 1

3
· x

2

2
+

1

72
x4 − 1

9
· x

4

4
+ o(x4)

= 1− 1

6
x2 − 1

72
x4 + o(x4).

Prema tome, Maklorenovi polinomi G4 i H4 funkcija g i h dati su sa

G4(x) = 1− 1

6
x2 − 1

72
x4, H4(x) = x2 − 1

2
x4.

(2) Za x→ 0 je

g(x)− h(x)− 1 + 7
6x

2

5x4
=

G4(x)−H4(x)− 1 + 7
6x

2 + o(x4)

5x4
=

35
72x

4 + o(x4)

5x4
=

7

72
+ o(1),

pa je tra�ena graniqna vrednost jednaka 7/72.

3. Ispitati tok i skicirati grafik funkcije f : x 7→
√

x3

x+ 2
.

Rexe�e: (1) Iz uslova
x3

x+ 2
≥ 0 dobijamo da je Df = (−∞,−2) ∪ [0,+∞). Funkcija je

pozitivna za x ∈ Df \ {0} i ima samo jednu nulu, f(0) = 0.

Kako je lim
x→−2−

f(x) = +∞, prava x = −2 je vertikalna asimptota grafika funkcije f .

Iz jednakosti

f(x) = |x|
(

1 +
2

x

)−1/2

= |x|
(

1− 1

x
+ o

(

1

x

))

= |x| − |x|
x

+ o(1)

kada |x| → +∞, sledi da je prava y = x− 1 kosa asimptota za x→ +∞, a prava y = −x+ 1
je kosa asimptota za x→ −∞.

(2) Poxto je

f ′(x) =
x2(x+ 3)

f(x)(x+ 2)2
,

znak prvog izvoda zavisi samo od znaka izraza x+3. Prema tome, funkcija f je opadaju�a
na intervalu (−∞,−3), a rastu�a na intervalima (−3,−2) i (0,+∞). U taqkama x = −3 i



x = 0 funkcija ima minimume - prvi je lokalni (fmin = f(−3) = 3
√
3), a drugi je apsolutni

(f(0) = 0 ≤ f(x) za svako x ∈ Df).
(3) Diferencira�em prvog izvoda dobijamo

f ′′(x) =
3f(x)

x2(x+ 2)2
> 0

za savko x ∈ Df\{0}. Prema tome, na intervalima (−∞,−2) i (0,+∞) funkcija je konveksna.

Na slici je data skica grafika funkcije f .
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