
MATEMATIKA 1

Drugi kolokvijum, januar 2017 - Grupa D

Rexe�a zadataka - Dragan �ori�

1. a) Dat je niz qiji je opxti qlan

an =
1

5 · 12
+

1

12 · 19
+ · · ·+ 1

(7n− 2) · (7n+ 5)
.

Dokazati da je niz (an) ograniqen i odrediti �egovu graniqnu vrednost.

b) Odrediti taqke nagomilava�a niza qiji je opxti qlan dat sa

an +
5 · 2n+1 − 3 · 7n+1

9 · 2n + 7n
· cos nπ

4
.

Rexe�e: a) Poxto je

an =
1

7

[

1

5
− 1

12
+

1

12
− 1

19
+ · · ·+ 1

7n− 2
− 1

7n+ 5

]

=
1

7

[

1

5
− 1

7n+ 5

]

,

to je lim
n→∞

an =
1

35
. Prema tome, niz (an) je konvergentan. Naravno, to znaqi da je niz i

ograniqen (Teorema 8.2 u u
beniku1 iz Matematike 1).

b) Neka je un = an + bn · cn, gde je

bn =
5 · 2n+1 − 3 · 7n+1

9 · 2n + 7n
, cn = cos

nπ

4
.

Ako je t = 2/7, tada tn → 0 kada n→∞, pa je

bn =
5 · 2 · tn − 3 · 7

9 · tn + 1
=

10tn − 21

9tn + 1
→ −21, n→∞.

Niz (cn) je periodiqan niz, pri qemu za k = 0, 1, 2, . . . i m = 1, . . . , 7, 8 va�i

c8k+m = cos
(

2π +
mπ

4

)

= cos
mπ

4
= cm.

Prema tome, qlanovi c1 = c7 =
√
2/2, c2 = c6 = 0, c3 = c5 = −

√
2/2, c4 = −1, c8 = 1 su taqke

nagomilava�a niza (cn).

Ako su a i b graniqne vrednosti nizova (an) i (bn), taqke nagomilava�a niza (un) su
a+ bc1, a, a+ bc3, a− b i a+ b.

2. a) Odrediti Maklorenove polinome qetvrtog stepena za funkcije x 7→ ln(cos 2x) i

x 7→ e2x
2
.

b) Data je funkcija

f(x) =











ln(cos 2x)+e2x
2
−1

3x4 , x < 0

a, x = 0

b+ (sinx+ e2x)
1
6x , x > 0

1 D. �ori�, R. Lazovi�, MATEMATIKA 1, FON, Beograd, 2014



Odrediti vrednosti realnih parametara a i b, ako postoje, tako da funkcija f bude
neprekidna u taqki x = 0.

Rexe�e: a) Iz jednakosti

cos 2x = 1− (2x)2

2
+

(2x)4

24
+ o(x4) = 1− 2x2 +

2

3
x4 + o(x4), x→ 0

sledi da je

ln(cos 2x) = ln

(

1− 2x2 +
2

3
x4 + o(x4)

)

= −2x2 + 2

3
x4 + o(x4)− 1

2

(

−2x2 + 2

3
x4 + o(x4)

)2

+ o

[

(

−2x2 + 2

3
x4 + o(x4)

)2
]

= −2x2 + 2

3
x4 − 1

2
(4x4) + o(x4)

= −2x2 − 4

3
x4 + o(x4)

kada x → 0. To znaqi da je −2x2 − 4

3
x4 tra�eni Maklorenov polinom za datu funkciju

x 7→ ln(cos 2x).

Iz jednakosti

e2x
2

= 1 + 2x2 +
1

2
(2x2)2 + o

[

(2x2)2
]

= 1 + 2x2 + 2x4 + o(x4), x→ 0

imamo da je 1 + 2x2 + 2x4 tra�eni Maklorenov polinom za funkciju x 7→ e2x
2
.

b) Funkcija f je neprekidna u taqki x = 0 ako je lim
x→0−

f(x) = lim
x→0+

f(x) = f(0).

Za x→ 0− imamo da je

f(x) =
−2x2 − 2

3x
4 + 1 + 2x2 + 2x4 − 1 + o(x4)

3x4
=

2
3x

4 + o(x4)

3x4
=

2

9
+ o(1),

xto znaqi da je lim
x→0−

f(x) = 2/9.

Za x→ 0+ imamo da je

(

sinx+ e2x
) 1
6x = e

1
6x ln(x+1+2x+o(x)) = e

1
6x (3x+o(x)) = e

1
2+o(1),

xto znaqi da je lim
x→0+

f(x) = b+
√
e.

Iz uslova za neprekidnost sledi da je 2/9 = a = b+
√
e, odnosno a = 2/9 i b = 2/9−

√
e.

3. Ispitati tok i skicirati grafik funkcije f : x 7→ x− 2−
√

x2 − 5x+ 6.

Rexe�e: (1) Iz uslova x2 − 5x+6 ≥ 0 dobijamo da je Df = (−∞, 2]∪ [3,+∞). Funkcija je
pozitivna za x ≥ 3, negativna za x < 2 i ima samo jednu nulu, f(2) = 0.

Iz jednakosti

f(x) = x− 2− |x|
(

1− 5

x
+

6

x2

)1/2

= x− 2− |x|
(

1− 5

2
· 1
x
+ o

(

1

x

))

kada |x| → +∞, sledi da je prava y = 1/2 horizontalna asimptota za x → +∞, a prava
y = 2x− 9/2 je kosa asimptota za x→ −∞.



(2) Poxto je

f ′(x) = 1− 2x− 5

2
√
x2 − 5x− 6

,

za x < 2 je f ′(x) > 0 (jer je 2x− 5 < 0), pa je funkcija f rastu�a na intervalu (−∞, 2]. To
tako�e znaqi i da funkcija ima lokalni maksimum u taqki x = 2.

Za x > 3 je 2x− 5 > 2
√
x2 − 5x+ 6 (obe strane nejednakosti su pozitivne, pa se kvadri-

ra�em dobija ekvivalentna nejednakost 25 > 24), xto znaqi da je funkcija f opadaju�a za
x ≥ 3 i da u taqki x = 3 ima apsolutni maksimum (jer je f(3) = 1 > f(2) = 0).

(3) Diferencira�em prvog izvoda dobijamo

f ′′(x) = −1

2
·
(

2x− 5√
x2 − 5x+ 6

)′

=
1

4
· 1

(x2 − 5x+ 6)3/2
> 0

za savko x ∈ Df . Prema tome, na intervalima (−∞, 2) i (3,+∞) funkcija f je konveksna.

Na slici je data skica grafika funkcije f .


