
MATEMATIKA 1
Drugi kolokvijum, januar 2018 - grupa B

Dragan �ori�

1. a) Odrediti vrednost parametra a tako da graniqna vred- 3 poena3 poena

nost niza qiji je opxti qlan dat sa

an =

(
(n+ 1)(4n+ 1) + 2

4n2 + n

)an+7

, n ∈ N

bude jednaka 1/e.

b) Odrediti taqke nagomilavaǌa niza qiji je opxti qlan dat 3 poena3 poena

sa

bn = (−1)n ·
(
(n+ 1)(4n+ 1) + 2

4n2 + n

)2n+7

+ sin
nπ

2
, n ∈ N.

Rexeǌe. a) Za a = 0 je an =

(
4n2 + 5n+ 3

4n2 + n

)7

→ 1 kada n→∞.

Za a 6= 0 je

ln an = (an+7) ln

(
1 +

4n+ 3

4n2 + n

)
∼ (an+7)· 4n+ 3

4n2 + n
=

4an2 + (28 + 3a)n+ 21

4n2 + n
→ a, n→∞.

Kako je funkcija x 7→ ex neprekidna na R, to an → ea kada n→∞.

Prema tome, tra�ena vrednost je a = −1.

Graniqna vrednost niza (an) mo�e da se dobije i tako xto se an napixe u obliku

an =
[
(1 + cn)

1/cn
](an+7)cn

, cn =
4n+ 3

n2 + n
.

Kako cn → 0 kada n→∞ to (1 + cn)
1/cn → e i (an+ 7)cn → a kada n→∞.

b) Ako je vn = an za a = 2 i ako je un = (−1)n i wn = sin nπ
2 , tada je bn = unvn + wn.

Iz a) imamo da vn → e2 kada n → ∞. Za n = 2k i k ∈ N je un = 1 i wn = 0, a za
n = 2k − 1 je un = −1 i wn ∈ {−1, 1}.

Prema tome, taqke nagomilavaǌa niza (bn) su e2, −e2 + 1 i −e2 − 1.
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2. a) Odrediti Maklorenov polinom drugog stepena funkcije 5 poena5 poena

f : x 7→ (1 + 9x)sinx.

b) Izraqunati lim
x→0

(1 + 9x)sinx − 1

1− cos 3x
. 2 poena2 poena

Rexeǌe. Za x→ 0 je

ln f(x) = sinx · ln(1 + 9x) = (x+ o(x2))

(
9x− 81

2
x2 + o(x2)

)
= 9x2 + o(x2),

pa je f(x) = e9x
2+o(x2) = 1 + 9x2 + o(x2).

Prema tome1 , tra�eni polinom je M2(x) = 1 + 9x2.

Naravno, tra�eni polinom mo�e da se odredi nala�eǌem prvog i drugog izvoda
funkcije f u taqki x = 0,

M2(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2
x2.

b) Ako je f funkcija iz taqke a), tada je

lim
x→0

f(x)− 1

1− cos(3x)
= lim

x→0

9x2 + o(x2)
9
2x

2 + o(x2)
= lim

x→0

9 + o(1)

9/2 + o(1)
= 2.

Ko vixe voli Lopitalovo pravilo, mo�e da ga primeni (ali dva puta i na liqnu
odgovornost!) za izraqunavaǌe date graniqne vrednosti jer se radi o neodre�e-
nosti tipa 0/0. Pri tome je

lim
x→0

f(x)− 1

1− cos(3x)
= lim

x→0

f ′′(x)

9 cos 3x
,

gde je

f ′′(x) = f(x)

[
9 sinx

1 + 9x
+ cosx ln(1 + 9x)

]2
+ f(x)

[
− 81 sinx

(1 + 9x)2
+

18 cosx

1 + 9x
− sinx ln(1 + 9x)

]
.

1Ako je Mn Maklorenov polinom stepena n za funkciju f , tada je f(x) = Mn(x) + o(xn) kada x→ 0.
Me�utim, va�i i obratno. Ako je f(x) = Pn(x) + o(xn) kada x → 0, tada je Pn upravo Maklorenov
polinom stepena n za funkciju f . Ova qiǌenica mo�e da se koristi u zadacima iako u u
beniku nije
eksplicitno navedena i dokazana. Ona se inaqe lako dokazuje jer iz jednakosti Pn(x)−Mn(x) = o(xn)
kada x→ 0 (koju dobijamo iz prethodne dve jednakosti) sledi da je Pn = Mn (ako za polinom Qn va�i
Qn(x) = o(xn) kada x→ 0, tada je Qn nula polinom).
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3. Ispitati tok i skicirati grafik funkcije 12
poena
12
poena

f : x 7→ 2x− 1√
x(x+ 2)

.

Rexeǌe. A) Oblast definisanosti Df je skup (−∞,−2)∪ (0,+∞). Poxto2 f(x)→ 2 3 poena3 poena
kada x → +∞ i f(x) → −2 kada x → −∞, prave y = 2 i y = −2 su horizontalne
asimptote. Vertikalne asimptote su prave x = −2 i x = 0 jer f(x) → −∞ kada
x→ −2− ili x→ 0+. Funkcija ima nulu u taqki x = 1/2, a pozitivna je za x > 1/2.

B) Kako je3 f ′(x) =
3x+ 1

[x(x+ 2)]3/2
, funkcija opada za x < −2 i raste za x > 0. 3 poena3 poena

Funkcija nema lokalnih ekstremuma.

C) Kako je f ′′(x) = −3(2x2 + 2x+ 1)

[x(x+ 2)]5/2
, to je f ′′(x) < 0 za svako x ∈ Df . Prema tome, 5 poena5 poena

funkcija je konkavna i na intervalu (−∞,−2) i na intervalu (0,+∞). Funkcija nema
taqaka prevoja.

D) Na osnovu podataka iz A), B) i C) lako se skicira grafik funkcije f . Za 1 poen1 poen
x < −2 grafik ’konkavno’ i ’opadaju�e’ ide od horizontalne asimptote y = −2 do ver-
tikalne asimptote x = −2, a za x > 0 grafik ’konkavno’ i ’rastu�e’ ide od vertikalne
asimptote x = 0 do horizontalne asimptote y = 2.

Drugi izvod funkcije f mo�e tako�e da se izraquna primenom pravila za izvod
koliqnika, ali mo�e i ovako:

f ′′(x) =
[
(3x+ 1)(x2 + 2x)−3/2

]′
= 3(x2 + 2x)−3/2 + (3x+ 1)(−3/2)(x2 + 2x)−5/2(2x+ 2)

= 3(x2 + 2x)−5/2
[
x2 + 2x− (3x+ 1)(x+ 1)

]
= 3(x2 + 2x)−5/2(−2x2 − 2x− 1)

= −3(2x2 + 2x+ 1)

(x2 + 2x)5/2
.

2To se lako vidi iz jednakosti f(x) =
2x− 1

|x|
√

1 + 2/x
.

3Primenom pravila za izvod koliqnika dve funkcije nalazimo da je

f ′(x) =

2
√
x2 + 2x− (2x− 1) 2x+2

2
√

x2+2x

x(x+ 2)
=

2(x2 + 2x)− (2x− 1)(x+ 1)

[x(x+ 2)]3/2
=

3x+ 1

[x(x+ 2)]3/2
.
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