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Dragan �ori�

1. Dat je niz (an) qiji je opxti qlan

an =

ln

(
1 +

1

2

)
ln 2 · ln 3

+

ln

(
1 +

1

3

)
ln 3 · ln 4

+ · · ·+
ln

(
1 +

1

n

)
lnn · ln(n+ 1)

, n ≥ 2.

a) Ispitati konvergenciju niza (an) i u sluqaju da konvergira
izraqunati ǌegovu graniqnu vrednost.

b) Odrediti sve taqke nagomilavaǌa niza (bn) qiji je opxti
qlan

bn = an · (1 + (−1)n) + 5n2 − 1

2n2 + n+ 1
cos

2nπ

3
.

Rexeǌe. a) Iz jednakosti

ln

(
1 +

1

k

)
ln k · ln(k + 1)

=
ln(k + 1)− ln k

ln k · ln(k + 1)
=

1

ln k
− 1

ln(k + 1)

za k = 2, 3, . . . , n sledi da je

an =
1

ln 2
− 1

ln 3
+

1

ln 3
− 1

ln 4
+ · · ·+ 1

lnn
− 1

ln(n+ 1)
=

1

ln 2
− 1

ln(n+ 1)
.

Kako ln(n + 1) → ∞ kada n → ∞, to je lim
n→∞

an = 1/ ln 2, xto znaqi

da niz (an) konvergira.

b) Ako je cn =
5n2 − 1

2n2 + n+ 1
, αn = 1 + (−1)n i γn = cos

2πn

3
, tada je

bn = anαn + cnγn. Niz (αn) ima dve taqke nagomilavaǌa (0 i 2),
niz (γn) ima tako�e dve taqke nagomilavaǌa (−1/2 i 1), a nizovi
(an) i (cn) su konvergentni ( lim

n→∞
an = 1/ ln 2 = a i lim

n→∞
cn = 5/2).

Prema tome, taqke nagomilavaǌa niza (bn) su −5/4, 5/2, 2a−5/4
i 2a+ 5/2.
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2. Odrediti vrednost realnog parametra p za koju je funkcija

f(x) =


x3 3
√
1 + x+ 3 sin(sinx)− x4

3
− 3x

x5
, x 6= 0

p, x = 0

neprekidna u taqki x = 0.

Rexeǌe. Da bi funkcija f bila neprekidna u taqki x = 0
potrebno je i dovoǉno da va�i lim

x→0
f(x) = f(0).

Neka je f(x) = g(x)/x5 za x 6= 0. Kako je za x→ 0

3
√
1 + x = 1 +

1

3
x+

(
1/3

2

)
x2 + o(x2) = 1 +

1

3
x− 1

9
x2 + o(x2)

i

sin(sinx) = sin

(
x− x3

6
+

x5

120
+ o(x5)

)
= x− x3

6
+

x5

120
− 1

6

(
x3 − 3x2 · x

3

6

)
+

1

120
x5 + o(x5)

= x− 1

3
x3 +

1

10
x5 + o(x5),

to je

g(x) = x3
(
1 +

1

3
x− 1

9
x2
)
+3x−x3+ 3

10
x5−x

4

3
−3x+o(x5) = 17

90
x5+o(x5)

kada x→ 0.
Prema tome,

p = lim
x→0

f(x) = lim
x→0

1

x5
·
(
17

90
x5 + o(x5)

)
=

17

90
.
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3. Ispitati tok i skicirati grafik funkcije

f : x 7→ (x2 − x)e
1

1−x .

Rexeǌe. A) Oblast definisanosti Df date funkcije f je skup
R \ {1}, a nula funkcije je taqka x = 0.

Za x → ±∞ je f(x) ∼ x2, xto znaqi da funkcija nema kosih
asimptota i da u tim sluqajevima te�i ka +∞. Pored toga
je lim

x→1+
f(x) = 0 i lim

x→1−
f(x) = −∞, xto znaqi da je prava x = 1

vertikalna asimptota (za grafik sa leve strane).

B) Kako je1 f ′(x) =
2x2 − 2x+ 1

x− 1
g(x), gde je g(x) = e

1
1−x , to je

funkcija f opadaju�a za x < 1, a rastu�a za x > 1. Funkcija
nema lokalnih ekstremuma.

C) Diferenciraǌem f ′ dobijamo da je

f ′′(x) =
2x3 − 4x2 + 3x

(x− 1)3
g(x) =

x

(x− 1)3
(2x2 − 4x+ 3)g(x).

Poxto znak za f ′′ zavisi samo od x i x−1, funkcija f je konveksna
za x < 0 i za x > 1, a konkavna za 0 < x < 1. Taqka x = 0 je taqka
prevoja.

D) Na osnovu podataka iz A), B) i C) lako se skicira grafik
funkcije f .

Za x < 0 grafik ’konveksno’ i ’opadaju�e’ ide od +∞ do nule,
a za 0 < x < 1 grafik ’konkavno’ i ’opadaju�e’ ide od nule do −∞
(uz vertikalnu asimptotu x = 1).

Za x > 1 grafik ’konveksno’ i ’rastu�e’ ide od nule do +∞.
1Ako je f(x) = (x2 − x)g(x), tada je g′(x) = e

1
1−x /(1− x)2, pa je

f ′(x) = (2x− 1)g(x) + (x2 − x)g′(x) =

(
2x− 1 +

x

x− 1

)
g(x) =

2x2 − 2x+ 1

x− 1
g(x).
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