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II kolokvijum 2024

1. Izraqunati:
∫

2
√
ctg x+

√
tg x

1− 82 sin2 x
dx.

2. Izraqunati zapreminu tela nastalog rotacijom figure ograniqene

linijama x2 + y2 = 3, y =
1

2
x2, x =

√
3, (y ≥ 0) oko Oy ose.

3. Izraqunati: ∫∫
D

x+ 2

y − 1
· cos(x2 + y2 + 4x− 2y + 5) dx dy,

gde je D = {(x, y) : (x+ 2)2 + (y − 1)2 ≤ π

6
, −2 ≤ x ≤ y − 3}.

Rexeǌa:

1. Uvode�i smenu t2 = tg x, odakle je sin2 x =
t4

1 + t4
i dx =

2t

1 + t4
dt,

dobijamo

∫
2
√
ctg x+

√
tg x

1− 82 sin2 x
dx =

∫ 2 · 1
t
+ t

1− 82t4

1 + t4

· 2t

1 + t4
dt = 2

∫
t2 + 2

1− 81t4
dt

= 2

∫
t2 + 2

(1− 3t)(1 + 3t)(1 + 9t2)
dt = I.

(1)

Iskoristi�emo takozvanu metodu neodre�enih koeficijenata: Iz

t2 + 2

(1− 3t)(1 + 3t)(1 + 9t2)
=

A

1− 3t
+

B

1 + 3t
+

Ct+D

1 + 9t2

dobijamo sistem jednaqina:

A + B + D = 2
3A − 3B + C = 0
9A + 9B − 9D = 1
27A − 27B − 9C = 0

 ,

qijim rexavaǌem odre�ujemo koeficijente A = B =
19

36
, C = 0 i D =

17

18
.
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Vra�aju�i se u (1) dobijamo

I = 2

(
19

36

∫
dt

1− 3t
+

19

36

∫
dt

1 + 3t
+

17

18

∫
dt

1 + 9t2

)
=

19

18
ln |1− 3t| ·

(
−1

3

)
+

19

18
ln |1 + 3t| · 1

3
+

17

9
arctg(3t) · 1

3
+ C

=
19

54
ln

∣∣∣∣1 + 3t

1− 3t

∣∣∣∣+ 17

27
arctg(3t) + C

=
19

54
ln

∣∣∣∣1 + 3
√
tg x

1− 3
√
tg x

∣∣∣∣+ 17

27
arctg(3

√
tg x) + C.

2. Odredimo najpre preseqne taqke datog kruga sa datom parabolom: Za

taqke parabole je ispuǌeno y =
x2

2
, odnosno x2 = 2y, pa za taqku koja

pripada i krugu va�i

2y + y2 = 3 ⇔ y2 + 2y − 3 = 0 ⇔ y = −3 ∨ y = 1.

Jasno je da je jedino mogu�e y = 1, odakle je x = −
√
2 ili x =

√
2. Parabo-

la i prava x =
√
3 se seku u taqki (

√
3, 3/2). Na slici je oznaqen deo ravni

koji rotira oko Oy ose. Posebnuto su istaknute taqke A(
√
3, 0), B(

√
3, 3/2)

i C(
√
2, 1).

x

y

0−
√
3

√
2

y = x2

2

A

B

C

Neka je V1 zapremina tela koje nastaje rotacijom du�i AB oko Oy ose.
Daǉe, neka je V2 zapremina tela koje nastaje rotacijom kru�nog luka
odre�enog taqkama A i C oko Oy ose. Konaqno, neka je V3 zapremina tela
koje nastaje rotacijom luka parabole oko Oy ose koji je odre�en taqkama
C i B. Tra�ena zapremina je:

V = V1 − V2 − V3 = (
√
3)2 · 3

2
· π − π

1∫
0

(3− y2) dy − π

3/2∫
1

2y dy

=
9π

2
− π

(
3y − y3

3

) ∣∣∣∣1
0

− π · y2
∣∣∣∣3/2
1

=
9π

2
− 8π

3
− 5π

4
=

7π

12
.
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3. Oblast D je oznaqena na slici:

x

y

D

−2

1

−3

3

Prelaskom na pomerene polarne koordinate (x = −2 + ρ cosφ, y =
1 + ρ sinφ, dxdy = ρdρdφ) oblast D se preslikava na oblast D′ ={
(ρ, φ) | 0 ≤ ρ ≤

√
π/6, π/4 ≤ φ ≤ π/2

}
, a za tra�eni integral dobijamo:∫∫

D

x+ 2

y − 1
· cos(x2 + y2 + 4x− 2y + 5) dx dy =

∫∫
D′

ρ cosφ

ρ sinφ
· cos ρ2 · ρ dρ dφ

=

π/2∫
π/4

cosφ

sinφ
dφ

√
π/6∫

0

ρ cos ρ2 dρ = ln | sinφ|
∣∣∣∣π/2
π/4

· 1
2
sin ρ2

∣∣∣∣
√

π/6

0

=
ln 2

8
.


