
Integral funkcije kompleksne promenǉive

Za funkciju f : [a, b]→ C datu sa f(t) = u(t) + iv(t), t ∈ [a, b], integral se definixe kao

b∫
a

f(t) dt =

b∫
a

u(t) dt+ i

b∫
a

v(t) dt,

gde su u i v dve integrabilne funkcije na [a, b]. Ako je γ glatka kriva u kompleksnoj ravni, data
sa γ = {z(t) | z(t) = x(t) + iy(t), t ∈ [a, b]} i f neprekidna kompleksna funkcija definisana na γ,
tada se integral funkcije f du� krive γ definixe kao

∫
γ

f(z) dz =

b∫
a

f(z(t))z′(t) dt.

Ako su f i g integrabilne du� krive γ i α, β ∈ C, tada va�i∫
γ

(αf(z) + βg(z)) dz = α

∫
γ

f(z) dz + β

∫
γ

g(z) dz.

Ako je funkcija f integrabilna na krivama γ1 i γ2, i pri tome se kraj krive γ1 poklapa sa
poqetkom krive γ2, tada je ∫

γ1∪γ2

f(z) dz =

∫
γ1

f(z) dz +

∫
γ2

f(z) dz.

U zadacima �emo uvek imati preciziranu orijentaciju krive du� koje se odre�uje vrednost
integrala. Ukoliko je kriva koja je data neka kontura C koja ograniqava oblast D, onda je
pozitivna orijentacija ona orijentacija takva da kad ,,obilazimo” konturu, oblast D uvek ostaje
sa leve strane. Suprotna orijentacija je negativna. Promena orijenatcije krive meǌa znak
integrala.

1. Izraqunati
∫
C+

Im(z) dz, gde je C = {z | z = 3eit, t ∈ [0, π/2]}.

Rexeǌe. Ako je z = x + iy, tada je x = 3 cos t i y = 3 sin t, odnosno dz = (−3 sin t + i · 3 cos t) dt i
Im(z) = 3 sin t, odakle je

∫
C+

Im(z) dz =

∫
>
AB

Im(z) dz =

π/2∫
0

3 sin t · 3(− sin t+ i cos t) dt

= 9

− π/2∫
0

sin2 tdt+ i

π/2∫
0

sin t cos tdt


= 9

− π/2∫
0

(
1

2
− cos 2t

2

)
dt+ i

π/2∫
0

sin td(sin t)


= 9

(
−
(
t

2
− sin 2t

4

)∣∣∣∣π/2
0

+ i · sin2 t

2

∣∣∣∣π/2
0

)
= 9

(
−π

4
+
i

2

)
.
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2. Izraqunati
∫
C+

(Re(z) + Im(z)) dz, gde je C = {z | |z| = 1}.

Rexeǌe. Va�i C = {eit | t ∈ [0, 2π]}, pa iz z = cos t+ i sin t sledi dz = (− sin t+ i cos t). Daǉe je

∫
C+

(Re(z) + Im(z)) dz =

2π∫
0

(cos t+ sin t)(− sin t+ i cos t) dt

= −
2π∫
0

cos t sin tdt−
2π∫
0

sin2 tdt+ i

2π∫
0

cos2 tdt+ i

2π∫
0

sin t cos tdt

= − sin2 t

2

∣∣∣∣2π
0

− 1

2

(
t− sin 2t

2

)∣∣∣∣2π
0

+
i

2

(
t+

sin 2t

2

)∣∣∣∣2π
0

+ i
sin2 t

2

∣∣∣∣2π
0

= −π(−1 + i).

Re

Im

C

1−1

i

−i
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3. Izraqunati
∫
C−

z̄

z
dz, gde je C = {z | 1 < |z| < 2, Re(z) > 0}.

Rexeǌe. Krivu C �emo izdeliti na qetiri dela, C = C1 ∪ C2 ∪ C3 ∪ C4, kao na slici. Odatle
�e va�iti ∫

C−

z̄

z
dz = I1 + I2 + I3 + I4,

pri qemu �emo integrale I1, ..., I4 odrediti u nastavku.

Re

Im

C1
C2

C3

C4

1 2

1. C1 : Ovde �emo krivu parametrizovati kao da je orijentacija pozitivna, pa �emo to kasnije
kontrolisati znakom minus ispred integrala. Va�i z = 2eit, t ∈

[
−π

2
,
π

2

]
, odakle je dz =

2ieit, z̄ = 2e−it, pa imamo da je

I1 = −
π/2∫
−π/2

2e−it

2eit
· 2ieit dt = −2i

π/2∫
−π/2

(cos t− i sin t) dt = −2i(sin t+ i cos t)

∣∣∣∣π/2
−π/2

= −4i.

2. C2: Va�i z = it, t ∈ [−2,−1], odakle je dz = i dt, z̄ = −it. Daǉe je

I2 =

−1∫
−2

−it
it
· i dt = −i

−1∫
−2

dt = −i.

3. C3: z = eit, t ∈
[
−π

2
,
π

2

]
, odakle je dz = ieit dt i z̄ = e−it, pa je

I3 =

π/2∫
−π/2

e−it

eit
· ieit dt = i

π/2∫
−π/2

(cos t− i sin t) dt = i(sin t+ i cos t)

∣∣∣∣π/2
−π/2

= 2i.

4. C4: Va�i z = it, t ∈ [1, 2], pa je, kao u drugom sluqaju,

I4 =

2∫
1

−it
it
· i dt = −i

2∫
1

dt = −i.
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Konaqno, va�i ∫
C−

z̄

z
dz = −4i− i+ 2i− i = −4i

4. Izraqunati
∫
C+

Re(z) dz, ako je C granica oblasti D = {x+ iy | x2 + y2 < −2x, x2 + y2 < 2y}.

Rexeǌe.

Vidimo najpre da je

x2 + y2 < −2x ⇔ (x+ 1)2 + y2 < 1,

odnosno
x2 + y2 < 2y ⇔ x2 + (y − 1)2 < 1.

Oblast D je oznaqena na slici. Granicu C mo�emo
podeliti na dva dela, C = C1 ∪ C2, tako da je

I =

∫
C+

Re(z) dz = I1 + I2,

gde su I1 i I2 vrednosti integrala du� kriva C1 i C2.

Re

Im

C1

C2

i

−1

D

1. C1: Imamo da je x = −1 + cos t, y = sin t, t ∈
[
0,
π

2

]
, odnosno z = −1 + cos t + i sin t, odakle je

dz = (− sin t+ i cos t) dt i Re(z) = −1 + cos t. Odatle sledi

I1 =

π/2∫
0

(−1 + cos t)(− sin t+ i cos t) dt =

π/2∫
0

(sin t− sin t cos t− i cos t+ i cos2 t) dt

=

(
− cos t− sin2 t

2
− i sin t+

i

2

(
t+

sin 2t

2

))∣∣∣∣π/2
0

=
1

2
+ i
(π

4
− 1
)

2. C2: Va�i x = cos t, y = 1 + sin t, odnosno z = cos t + i(1 + sin t), t ∈
[
π,

3π

2

]
, odakle je dz =

(− sin t+ i cos t) dt i Re(z) = − cos t, pa va�i

I2 =

3π/2∫
π

cos t(− sin t+ i cos t) dt =

(
− sin2 t

2
+
i

2

(
t+

sin 2t

2

))∣∣∣∣3π/2
π

=
1

2
+ i

π

4
.(21)

Na osnovu prethodnih rezultata, dobijamo da je

I = I1 + I2 = 1 + i
(π

2
− 1
)
.
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Singularne taqke kompleksne funkcije i reziduumi

Taqke u kojima funkcija f(z) nije analitiqka nazivaju se singularnim taqkama. Taqka z0
je izolovana singularna taqka ili izolovani singularitet funkcije f(z) ako je ta funkcija
analitiqka u svim taqkama neke okoline taqke z0 sem u samoj taqki z0. Izolovani singularitet
z0 je:

• otkloǌiv singularitet ako je lim
z→z0

f(z) = a 6=∞;

• pol ako je lim
z→z0

f(z) =∞;

• esencijalni singularitet ako lim
z→z0

ne postoji.

Pol z0 je pol reda n ako je lim
z→z0

(z − z0)nf(z) = w0 6= 0. Pol 1. reda se naziva i prostim polom.

Neka je z0 izolovani singularitet funkcije f(z). Reziduum
funkcije f(z) u taqki z0 se definixe kao

Res
z=z0

f(z) =
1

2πi

∫
C+

f(z) dz,

gde je C kontura koja ograniqava oblast u kojoj se nalazi
taqka z0, a f(z) je analitiqka u svim taqkama neke oblasti
koja sadr�i C, sem u taqki z0. Iz prethodne formule di-
rektno sledi da je∫

C+

f(z) dz = 2πiRes
z=z0

f(z).

C

Re

Im

z0

Va�i i opxtije od prethodnog: Ako su z1, ..., zn svi singulariteti iz oblasti koju ograniqava
kontura C, tada je ∫

C+

f(z) dz = 2πi

n∑
k=1

Res
z=zk

f(z).

Vidimo da nam prethodna formula omogu�ava da izraqunamo neke integrale funkcije kom-
pleksne promenǉive preko reziduuma. Bilo bi zgodno ako bismo mogli nekako i same reziduume
da raqunamo. Na sre�u, mo�emo:

• Ako je z0 otkloǌiv singularitet, onda je Res
z=z0

f(z) = 0;

• Ako je z0 pol reda n, onda je Res
z=z0

f(z) =
1

(n− 1)!
lim
z→z0

[(z − z0)nf(z)]
(n−1).

Specijalno, za n = 1 je Res
z=z0

f(z) = lim
z→z0

(z − z0)f(z).

5. Izraqunati
∫
C+

z dz

(z2 − 1)2(z2 + 1)
, ako je C = {x+ iy | x2 + y2 = 2x+ 2}.

Rexeǌe. Najpre, iz x2 + y2 = 2x + 2 ⇔ (x − 1)2 + y2 = 3 zakǉuqujemo da je C kru�nica u
kompleksnoj ravni kao na datoj slici.
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Re

Im

C

i

−i

1

Vidimo da funkcija f(z) =
z

(z2 − 1)2(z2 + 1)
ima singularitete u taqkama z1 = 1, z2 = i, z3 = −i i

z4 = −1, me�utim, taqka z4 ne pripada delu ravni ograniqenom konturom C. Za preostale taqke
je jasno da su u pitaǌu polovi.

1◦ Va�i lim
z→1

(z − 1)f(z) = lim
z→1

z

(z − 1)(z + 1)2(z2 + 1)
= ∞, pa taqka z1 = 1 nije pol 1. reda. Sa

druge strane, iz

lim
z→1

(z − 1)2f(z) = lim
z→1

z

(z + 1)2(z2 + 1)
=

1

8
6= 0,

sledi da je z1 = 1 pol 2. reda. Reziduum raqunamo po formuli:

Res
z=1

f(z) =
1

(2− 1)!
lim
z→1

(
(z − 1)2f(z)

)′
= lim
z→1

(
z

(z + 1)2(z2 + 1)

)′
= lim
z→1

(
1

2
· (z + 1)2 − (z2 + 1)

(z + 1)2(z2 + 1)

)′
=

1

2
lim
z→1

(
1

z2 + 1
− 1

(z + 1)2

)′
=

1

2
lim
z→1

(
− 2z

(z2 + 1)2
+

2

(z + 1)3

)
= −1

8
.

2◦ Va�i lim
z→i

(z− i)f(z) = lim
z→i

z

(z2 − 1)2(z + i)
=

i

4 · 2i
=

1

8
6= 0, odakle zakǉuqujemo da je z2 = i pol

1. reda i va�i Res
z=i

f(z) =
1

8
.

3◦ Va�i lim
z→−i

(z + i)f(z) = lim
z→−i

z

(z2 − 1)2(z − i)
=

−i
4 · (−2i)

=
1

8
6= 0, odakle zakǉuqujemo da je

z3 = −i pol 1. reda i va�i Res
z=−i

f(z) =
1

8
.

Na osnovu prethodnog zakǉuqujemo da va�i∫
C+

z dz

(z2 − 1)2(z2 + 1)
= 2πi

(
Res
z=1

f(z) + Res
z=i

f(z) + Res
z=−i

f(z)

)
= 2πi

(
−1

8
+

1

8
+

1

8

)
=
πi

4
.

6. Izraqunati
∫
C+

z2 dz

(z2 − 1)(z − 1)2
, ako je C kontura koja ne sadr�i taqke 1 i −1.
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Rexeǌe. Singularne taqke podintegralne funkcije f(z) =
z2

(z − 1)3(z + 1)
su z1 = 1 i z2 = −1. U

zavisnosti od same konture, svaka od tih taqaka mo�e ali i ne mora pripadati oblasti D koju
zatvara kontura C. Mogu�e situacije su predstavǉene na slici.

Re

Im

−1 1Re

Im

−1 1

Re

Im

−1 1Re

Im

−1 1

Svakako je jasno da su obe taqke polovi, pa �emo najpre da odredimo reziduume za obe taqke.
1◦ z1 = 1: Va�i

lim
z→1

(z − 1)3f(z) = lim
z→1

z2

z + 1
=

1

2
6= 0,

odakle sledi da je z1 = 1 pol 3. reda. Stoga, imamo da je

Res
z=1

f(z) =
1

(3− 1)!
lim
z→1

(
(z − 1)3 · z2

(z − 1)3(z + 1)

)′′
=

1

2
lim
z→1

(
z2

z + 1

)′′
=

1

2
lim
z→1

(
z2 + 2z

(z + 1)2

)′
= lim
z→1

1

(z + 1)3
=

1

8
.

2◦ z2 = −1: Na osnovu

lim
z→−1

(z + 1)f(z) = lim
z→−1

z2

(z − 1)3
= −1

8
6= 0

sledi da je z2 = −1 pol 1. reda, te je Res
z=−1

f(z) = −1

8
.

Za vrednost tra�enog integrala sada razlikujemo slede�a qetiri sluqaja, u skladu sa
diskusijom sa poqetka rexeǌe:

1. z1, z2 ∈ D: Na osnovu Koxijeve teoreme o reziduumima, va�i∫
C+

z2 dz

(z2 − 1)(z − 1)2
= 2πi

(
1

8
− 1

8

)
= 0.

2. z1, z2 /∈ D: U ovom sluqaju (na osnovu Koxijeve teoreme) vrednost integrala je 0.

3. z1 /∈ D, z2 ∈ D: Sada je
∫
C+

z2 dz

(z2 − 1)(z − 1)2
= 2πi

(
−1

8

)
= −πi

4
.

4. z1 ∈ D, z2 /∈ D: Sada je
∫
C+

z2 dz

(z2 − 1)(z − 1)2
= 2πi

(
1

8

)
=
πi

4
.
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7. Izraqunati
∫
C+

ez dz

ch z
, ako je C = {x+ iy | |x|+ |y| = 2}.

Rexeǌe. Odredimo prvo singularne taqke: Iz ch z = 0 ⇔ ez + e−z

2
= 0 dobijamo da je e2z = −1,

odakle je 2z = Ln(−1) = ln | − 1|+ iArg(−1) = i(π + 2kπ), odnosno z = i
(π

2
+ kπ

)
, k ∈ Z. Oblasti D

koju zatvara kriva C pripadaju taqke z1 =
π

2
i i z2 = −π

2
i.

Re

Im

C

2i

−2i

2−2

π
2 i

−π2 i

Obe taqke su polovi prvog reda jer va�i

lim
z→π

2 i

(
z − π

2
i
)
f(z) = lim

z→π
2 i

z − π
2 i

ch z
· ez = i lim

z→π
2 i

z − π
2 i

ch z

0
0=

L.P.
i lim
z→π

2 i

1

sh z
= 1,

odnosno

lim
z→−π2 i

(
z +

π

2
i
)
f(z) = lim

z→−π2 i

z + π
2 i

ch z
· ez = −i lim

z→−π2 i

z + π
2 i

ch z

0
0=

L.P.
−i lim

z→−π2 i

1

sh z
= 1,

pa va�i Res
z=π

2 i
f(z) = Res

z=−π2 i
f(z) = 1, odnosno

∫
C+

ez dz

ch z
= 2πi(1 + 1) = 4πi.

8. Izraqunati
∫
C−

dz

z2 sin z
, ako je C = {z | |z| = 1}.

Rexeǌe. Najpre, imamo

sin z = 0 ⇔ eiz − e−iz

2
= 0 ⇔ e2iz − 1 = 0 ⇔ 2iz = Ln(1) = ln 1 + iArg(1) = i · 2kπ, k ∈ Z,

pa dobijamo da je z = kπ, k ∈ Z. Jedino z = 0 pripada oblasti koju zatvara kontura C, i to je
ujedno i jedina singularna taqka date funkcije u toj oblasti.
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Re

Im

C

0 1

Taqka z = 0 je pol 3. reda, jer va�i

lim
z→0

z3f(z) = lim
z→0

z

sin z
= 1 6= 0,

a za reziduum va�i

Res
z=0

f(z) =
1

2
lim
z→0

( z

sin z

)′′
=

1

2
lim
z→0

(
sin z − z cos z

sin2 z

)′
=

1

2
lim
z→0

z sin2 z + 2z cos2 z − 2 sin z cos z

sin3 z

=
1

2
lim
z→0

z(1 + cos2 z)− 2 sin z cos z

sin3 z
=

1

4
lim
z→0

3z + z cos 2z − 2 sin 2z

sin3 z
0
0=

L.P.

1

4
lim
z→0

3 + cos 2z − 2z sin 2z − 4 cos 2z

3 sin2 z cos z
=

1

12
lim
z→0

3− 3 cos 2z − 2z sin 2z

sin2 z cos z
0
0=

L.P.

1

12
lim
z→0

6 sin 2z − 2 sin 2z − 4z cos 2z

2 sin z cos2 z − sin3 z
=

1

3
lim
z→0

sin 2z − z cos 2z

2 sin z cos2 z − sin3 z
0
0=

L.P.

1

3
lim
z→0

2 cos 2z − cos 2z + 2z sin 2z

2 cos3 z − 4 sin2 z cos z − 3 sin2 z cos z
=

1

6
.

Sada direktno sledi da je
∫
C−

dz

z2 sin z
= −2πi · 1

6
= −πi

3
.

9. Izraqunati
∫
C+

tg z

z3
, ako je C = {z | |z + 1| =

√
2}.

Rexeǌe. Singularne taqke podintegralne funkcije f(z) =
sin z

z3 cos z
dobijamo iz uslova z3 cos z =

0. Imamo z1 = 0, dok ostale tra�imo iz uslova cos z = 0 ⇔ eiz + e−iz

2
= 0 ⇔ e2iz = −1, odakle

je z =
1

2
(π + 2kπ) = π

2 + kπ, k ∈ Z. Nova singularna taqka koja pripada oblasti koju zatvara

kontura C je z2 = −π2 . Obe taqka su polovi (zaxto?), pri qemu je z1 = 0 pol 2. reda:

lim
z→0

z2 · f(z) = lim
z→0

sin z

z
· 1

cos z
= 1 6= 0.
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Daǉe je

Res
z=0

f(z) = lim
z→0

(
z2 · tg z

z3

)′
= lim
z→0

(
sin z

z cos z

)′
= lim
z→0

z − sin z cos z

z2 cos2 z
0
0=

L.P.
lim
z→0

sin2 z

z cos2 z − z2 sin 2z
2

=
0
0=

L.P.
lim
z→0

2 sin z cos z

cos2 z − 2z sin z cos z − z sin 2z − z2 cos 2z
= 0.

Taqka z2 = −π2 je pol 1. reda jer je ispuǌeno

lim
z→−π2

(
z +

π

2

) tg z

z3
= lim
z→−π2

sin z

z3
·
z + π

2

cos z

0
0=

L.P.

8

π3
lim

z→−π2

1

− sin z
=

8

π3
6= 0,

pa je i Res
z=−π2

f(z) =
8

π3
.

Konaqno, vrednost tra�enog integrala je∫
C+

tg z

z3
= 2πi

(
0 +

8

π3

)
=

16i

π2
.

Re

Im

C

−1

−π2

√
2− 1
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