NuTerpan ¢pyHKIUje KOMIJIEKCHE IIPOMEHJbUBE

3a ¢yurunjy f : [a,b] = C maty ca f(t) = u(t) + iv(t), t € [a,b], unTerpas ce medpunaume Kao
b b b
/f(t) dt:/u(t)dt—i-i/v(t) de,

rae cy u u v aBe uHTerpabunne Gpyurnuje Ha [a,b]. Aro je 7y riaTka KpuBa y KOMIUIEKCHO] DABHU, HATA
cay={z(t) | 2(t) = z(t) + iy(t), t € [a,b]} n f Henpermmua KOMIUIEKCHA (QyHKIUja AepUHUCAHA HA 7,
Taga ce mHTErpad GpyHrnuje f Ky KpuBe 7y meGUHUIIE KAO

JECES / F)2' (1) dt.

Axo cy f u g uarerpabunue mysk kpuse v u «, § € C, Tana Baxku

[+ s9@naz=a [ 1@ras+5 [ g(e)a

Axo je ¢ymrmuja f wHTEerpabuiHa Ha KpUBaMa 73 W Y2, W IPU TOME Ce€ Kpaj KpUBE <y MOKJANa Ca

IIOYETKOM KPUBE Y3, TAOA je
/ f(z)dzz/f(z)dZ—F/f(z)dz.
71 2

Y1Uy2
Y zamamuMa hemo yBek MMATH TpPENU3UPAHY OPUjeHTaNUjy KpuBe Iy Koje ce oapebyje BpemmocT
uHTEerpaJjia. YKOJUKO jé KpuBa Koja je mara Heka kouTypa C Koja orpanmdaBa obsact D, oHma je
[IO3UTUBHA OPUjEHTAIM]a OHA OPUjEeHTAlM]a TaKBa Ia Kal ,,00uina3uMo”’ KOHTypy, obnact DD yBek ocraje
ca meBe crpane. CymnporHa opujeHTanuja je HeraTwuBHa. lIpomeHa OpujeHATIMje KPUBE MEHa 3HAK
UHTErpaJia.

1. Uzpauynarn / Im(z)dz, rae je C = {z | z = 3", t€[0,7/2]}.
o+

Pewemwe. Axo je z = x + iy, Tama je x = 3cost u y = 3sint, ompocno dz = (—3sint +i-3cost)dt u
Im(z) = 3sint, onakiue je

/2
/Im(z)dz: /Im(z)dz: /3sint-3(—sint+icost)dt
c+ B 0

w/2 /2
—/sithdt—l—i/sintcostdt
0

0

w/2 /2
1 2
=9 _/(—COS t) dt—l—i/sintd(sint)
2 2
0

2 .
™/ _ sin?t
Z .

0
/2 .
™ 2
=9(—+>.
. ) 172
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Im

2. zpauynarn / (Re(2) +Im(2)) dz, rme je C = {z | |z| = 1}.
c+

Pewewe. Bamu C = {e | t €[0,2n7]}, ma u3 2z = cost +isint cnemu dz = (—sint +icost). llame je
2m
/(Re(z) +Im(z))dz = /(cost+sint)(— sint +icost)dt
Cc+ 0
2m 2 2 2m
= —/costsintdt—/sin2tdt+i/cothdt+i/sintcostdt
0 0 0 0
sin? |71 (t sin2t) o L (H sin2t> 2”+ sin? ¢ |
= — 5\t 5 )
2 |, 2 2 )|, "2 2 )|, 2 |,
= —m(—=1+1).
Im
- C
-1 1 Re
—1




3. Vspauynatu / gdz7 rae je C ={z |1 < |z| <2, Re(z) > 0}.

Pewewe. Kpusy C hemo usmenuru va yerupu gena, C' = Cy UCy U C3 U Cy, kao Ha caunu. Omnartie
he BaxuTn;

z
/;dZ=I1 + Is + Is + Iy,
o-
npu yemy hemo wmurerpaie Ii,..., I, onpenuTu y HACTABKY.

Im
//’——
e Cy
/
/ 7 Cs
/ //
! / 1 )2
T
\ \ j Re
\ \
\ o
\ -
\
\\\CQ 1

1. (4 : OBme hemo KpuBy mapaMeTprU30BATHU KAO Oa j€ OPUjeHTAlrja IMO3UTUBHA, 1a NeMO TO KACHUje

KOHTPOJIMCATH 3HAKOM MMHYC MCIpenN MHTerpaja. Basm z = 2¢', t € [f ], omakie je dz =

T
) ) 272
2iet, z = 2e~%, ma mmamo ma je

/2 /2

2 —it . /2
I =- / 26 p - 2ie" dt = —2i / (cost —isint)dt = —2i(sint + i cost) = —4i.
e
—m/2 —m/2 /2
2. Cy: Bawu z = it, t € [-2,—1], omarue je dz =idt, Z = —it. Hame je
-1 -1
I = _—Zoidt:fi/dt:fi.
it
22 22
it m™ T . - Gt _ —it .
3. C3: z=¢" te [—5,5}, omakiye je dz =ie""dt u Z = e~ %, ma je
/2 it - /2 /2
Is = / — -ietdt =i / (cost —isint)dt = i(sint + i cost) = 2i.
e —m/2
—7/2 —7/2

4. Cy: Basu z =it, t € [1,2], na je, kKao y Opyrom ciaydajy,



Kounauno, Basku

z
o-

/Edz:74z’7i+2i7i:74i

O

4. Wspauynaru / Re(z)dz, axo je C rpamuma obmactu D = {z +iy | 2% +y? < -2z, 2% + % < 2y}.
C+

Pewemne.
Buaumo majupe ma je Im

Py <2t e (x+1)2+y% <1, /’/\\\
OJITHOCHO / Ci g \

/
Py <2y e y-12 <1 //// ‘ll /
/ C, | /

Obnacrt D je o3mavena Ha ciaumu. ['pannny C MokeMO

nomenauTu Ha aBa nena, C = C; U Cy, Tako na je 1 J Re
I:/Re(z)dz:thIQ, \\_,//
Cc+
rme cy I; u Is Bpemaoctu maTerpasa ay:x kpusa Cp u Cs.
1. C1: Umamo ma je x = —1 4 cost, y = sint, t € {0, g], OmHOCHO 2z = —1 4 cost + isint, onmakie je
dz = (—sint +icost)dt u Re(z) = —1 + cost. Onmarae cnemn
/2 /2
I = /(71 + cost)(—sint +icost)dt = /(sint —sintcost —icost + icos? t) dt
0 0
st i, sin2t S| . ,(w 1)
= | —cost— —isint+ = = 4ilZ—
2 2 2 0 2 4

, omakie je dz =

3
2. Cy: Bawsu x = cost, y = 1+ sint, ogaocHo z = cost + i(1 + sint), t € {777;

(—sint 4+ icost)dt u Re(z) = — cost, na Baxku

37/2 . Qt ' - o
(21) I, = / cost(—sint +icost)dt = <_Sm2 +;<t+ sn; ))

™

+is
=_—+i—.
2 4

s

Ha ocmoBy nmperxomrux pesyiarara, mobujamo na je

I:Il+12:1+i<g—l).



CunryisiapHe Tauyke KOMIJIEKCHE (QYHKIUje ¥ Pe3uayyMu

Tauke y kojuma ¢yHruuja f(z) HUje aHAIUTHUKA HA3KUBA]Y Ce CHHLYJIADHMM TadykaMma. ladka zg
je M30JI0BaHA CHUHIYJIADHA TaYKa WU U30408GHU cukeyaapumem ¢yHkimje f(z) ako je Ta (yHKIMja
AHAJUTUYKA ¥ CBUM TadyKaMa HEKe OKOJIMHE TaYKe Zg CEM yV CaMOj TAaUKu 2y. VI3070BaHU CUHTYJIAPUTET
Zp je:

o omkaonus cunzysapumem ako je lim f(z) = a # oo;
Z—20

e nos axo je lim f(z) = oo;
zZ—r 20

L eceHuuja,/LHu CUH2yAapumem arxo lim =me HOCTOjI/I.
zZ—r20

ITon zg je mos pema n ako je lim (z — z9)" f(2) = wp # 0. Ilon 1. pena ce HA3UBA U NPOCMUM TIOTOM.
Z—r20

Hexka je zp mzonosann cunrymnapurer pyurnuje f(z). Pesumyym

¢yuruuje f(z) y Taukm zg ce meduHUIIE KAO Im

Resf(z) = 5 [ f()d

esf(z) = — z)dz
z=z0 274 ’
C+
C

rme je C' KOHTypa KOja orpaHmyaBa 00JIACT y KOjOj ce Hajga3u
Tayka 2, a f(z) je aHANMUTUUKA y CBUM Tauykama Heke obsacTu
koja canpsxku C, ceM y Taurm 2p. VI3 mperxomHe dopmyiie au-
PEKTHO caema 1a je

/ f(2)dz = 2miRes f(z). Re

Z=Z0
CcC+
Basxu u onmmtuje o mperxomHor: AKO Cy 21, ..., 2, CBU CUHTYJIAPUTETU U3 OBJIACTHA KOjy OrpaHAIABA

koutypa C, Tana je
/ f(z)dz = 2mi E Res f(z2).
o k=1 "

Buannmo ma mam mperxomna ¢opmysia omMoryhaBa na m3padyyHaMO HEKe MHTerpaJtie (yHKIMje KOM-
IUIEKCHE MPOMEHJbUBE IPEKO pe3uayyMa. Bbumao 6u 3rogHo ako OMCMO MOTJIM HEKAKO U CaMe PEe3UIyyMe
na pauynamo. Ha cpehy, moskemo:

e AKO je zp OTKIOBUB cuUHIysJapureT, oHaa je Res f(z) = 0;
Z=Z0

: - _ : o ymg(y (=D
e Axo je zg mox pena n, oHma je zfiezif(z) RO le)rrzlo [(z — 20)" f(2)] .

Crenujasso, 3a n =1 je Resf(z) = lim (z — 20) f(2).
Z=z0 Z—20

d
5. VzpauyHaTu / =ce ako je C = {z +iy | 2% + 9y = 2z + 2}.

o+ (2 =12z + 1)’

Pewemwe. Hajmpe, n3 22 + 9% = 22 +2 < (v — 1)? + 9% = 3 3akmyuyjemo na je C Kpy:xRHUTIA Y
KOMIIJIEKCHO] paBHU KaO HA JATOj CJIWIN.



Im

z

Bumumo na ¢pymrmuja f(z2) = UMa CUHTYJapUTETe y TadykaMma 21 = 1, 20 =14, 23 = —1 U

A A q)y ) f( ) (22_1)2(22+1) yJ1ap y 1 2 3
z4 = —1, meDyTumM, Tauka 24 He mpUIALA OEJIy PAaBHU OorpaHuwdeHoM koHTypom C. 3a mpeocrasie Tadke
je jacHo ma cy y IUTam’my MOJIOBU.

z
1° Bawxu lim(z — 1)f(2) = lim = 00, ma Tauka z; = 1 Huje moa 1. pema. Ca
z~>1< )f( ) 251 (271)(Z+1)2(2'2+1) 1 ] pen

Opyre cTpaHe, U3

. 2 T z 7&
lim(z =) = lim oweary =5 7 9

crenu na je z; = 1 mox 2. pena. Pesunyym pauyHaMmo mo ¢popmyiu:

e i ()

(1 +1D)2=(22+1)\ 1. 1 1oy
= lim|( = - = — lim —
=1\2 (24 1)2(22+1) 2201\ 22+1  (2+41)?

Res f(2) = 1 lim ((z — 1)2f(2))" = lim

1 I 2z n 2 1
=—lim|( — =—=.
2251\ (22412 (z+1)3 8

z 1

2° Baxn il_}ml(z—z)f(z) = £1_>n1 12+ 7) =1 % =% # 0, OmaKJIe 3aKBYUYjEMO Ia je 2o = i MOJ
1
1. pena u Bazku Res f(2) = 3
—1 1
3° Basn Zli)n_ll(z +i)f(z) = Zli>n_1i = 1)22(2 =7 =T (—ZQZ) =3 # 0, omakje 3aKbydyjeMo na je
z3 = —i mou 1. pena u Baskn Res f(z) = 3
z=—1

Ha ocHOBY mpeTxomHOT 3aK/LyUyjeMO 1a BaKu

™

d . /1 1 1
[ =ity =2 (B 0+ R s+ e 1)) =2ni( g g+ ) =
Cc+

2
z°dz
6. Vzpauynaru / ako je C' KOHTypa Koja He caap:ku Taure 1 m —1.

o+ (2 =1(z—1)%



22

(z—=1)3(z+1)
3aBMCHOCTU OJ caMe KOHType, CBaKa O TUX Tauaka MOEke aju U He MOpa mpumazatu obmactu D Kojy
sarBapa kouTypa C. Moryhe curyamuje cy mpeiacTaB/beHe Ha CJIUIA.

Pewewe.  Cunrynapse tauke noguarerpaJse gyurnuje f(z) = cyzr=1lumwz=-1.Y

Im Im
-1 i 1; Re -1 1 Re
Im Im
-1 ’ 1 Re -1 A@iRe

Caakako je jacHO ma cy obe Tauke MOJIOBU, IIa NeMO Hajupe na OApeauMoO pe3umayyMe 3a o0e Tauke.

1° z1 = 1. Baxn
2

1
. . 3 1 _ 4+
llml(z 1)°f(=) lmﬁ Sr1- 32 #0,

omakie ciemu na je z; = 1 mon 3. pema. Crora, umaMo ma je

1 . 42 " 1 22 "
Rep f2) = 5=y l:“i<(z_ D* (2—1)3(z+1)> = 2lbni<z+1)

1. [(22+422\ 1 1
=-lm|—) =lim —— = —.
2 z—1 (z+1)2 z—1 (z+1)3 8

2° z9 = —1: Ha ocHoBy
fim (= + 1f(2) = lm = —1 20
z—1>H—11 & 2= z—l>n—11 (Z — 1)3 B 8
. . 1
cremu ma je zp = —1 moa 1. pena, Te je P_mes1 flz)= ~3

3a BPEIHOCT TPaKEHOr WMHTErpaja cala pas3iaukyjemMo cieneha uyerupu ciaydaja, y CRIamy ca
OUCKYyCHjOM Ca IOYEeTKa Pelene:

1. 21,29 € D: Ha ocuoBy KomujeBe Teopeme 0 pe3uayymMuMa, BasKUA
22 dz 1 1
————— =27i| = — = | =0.
/<z2—1><z—1>2 “(8 8)
Cc+

2. 21,20 ¢ D: Y oBom cayuajy (ma ocunoBy Komwujese Teopeme) Bpeanoct uaTerpaia je 0.

2d 1 j
3. 21¢ D, 2 € D: Cana je /# 2m'(—> -
c

(22— 1)(z—12 8 4
.
4 €D, 2¢D Caa'e/ 2 dz 2mi L m
. : —_— = 2T — = —,
aEn I @I nE—yr T TN8) T



#d
7. I/I3paquaTI/I/ e

, aro je C ={z+1y | |z| + |y| = 2}.
c+ chz

e + e~ %
Pewewe.  Onpenumo npeo cuarymapue rauke: Mz chz =0 &

= 0 mobujamo ma je e?* = —1,
omakie je 2z = Ln(—1) = In| — 1| + iArg(—1) = i(7 + 2k7), omHOCHO 2z = i(z + kw), k € Z. O6nactu D
KOjy 3arBapa kpupa C mpumanajy Tadke z; = Ei U Zog = ——1.

2

Im

O6e Tauke Cy MOJIOBU MPBOT pela jep BaKU

lim (z - Il)f(z) — lim 2"
z—Zi 2

- 50 8 .
- =1 lim = ¢ lim — =1,
z—Zi chz z=%i chz nn  z5Zighz
OIHOCHO
. . . z4+ 24 oo z+ %1 @ .
lim (z—i—fz)f(z): lim 2 . ef=—i lim —2 £ — lim — =1,
2T 2 z—-2%i chz z—-=%i chz an z——Zishz
e*dz _ .
na Baxku Res f(z) = Res f(z) =1, omnocuo =2mi(l + 1) = 4mi. ]
z2=7%1i z2=—731 c+ chz
dz
8. I/I3paquaTn/

o —zQSinz’ akKo JeC:{z | |Z|:1}
Pewewe.  Hajupe, umamo
sinz =0 & ° _26 =0 €% —1=0 < 2iz=1Ln(l) =Inl+iArg(l) =i 2%kr, k € Z,

ma mobujamo ma je z = km, k € Z. Jemuno z = 0 mpunana obnactu Kojy 3arBapa KoHTypa C, u TO je
yjemHo " jenuHa CHMHTYJIApHA Tadyka nare PyHKIWje y TOj obiaacTu.

8



Im
C
0 1 Re
Tauka z =0 je moa 3. pena, jep BasKu
. 3 . z
lim 2°f(z) = lim —— =1 #0,
z—0 z—0 8In 2
a 3a pe3numayyM BaKu
1., z \"” 1. sinz—zcosz\ 1. =zsin?z+2zcos?z— 2sinzcosz
Resf(z):fhm(_ ) =-lim| ——5—— | = lim —
z=0 2 z—0\sin 2 2 2—0 sin” z 2 2—0 sin® z
11, 2(1 + cos? 2) — 2sin z cos 2 11_ 3z + zcos2z — 2sin 2z
= — ]lilm = — 11m
2 250 sin® 2 4 20 sin® 2
2 1., 34 cos2z—2zsin2z —4cos2z 1 .. 3—3cos2z—2zsin2z
= — lim — = — lim -2
an 4 2—0 3sin” z cos z 12 z—0 sin” z cos z
g 1 . 6sin2z—2sin2z —4zcos2z 1 . sin 2z — zcos 2z
= — lim - 3 = g m = 3
12 2—0 2sin z cos? z — sin” z 3 2—0 28in z cos? z — sin” z
g 1 . 2cos2z —cos2z + 2zsin 2z 1
= —lim =_.
a3 220 2cos3 z — 4sin® zcosz — 3sin® zcosz 6
. dz 1 i
Canma OupekTHO cienu na je / s = 2w - = ——. ]
c- #%sinz 3
tg 2 .
9. Mspauynaru / g—3, axo je C = {z | |z +1] = v2}.
c+ ?
. sin z . 3
Pewewe.  Cunrymapue Tauke momuuTerpaJgane Gpyurnuje f(z) = 3 nobujaMo M3 ycJoBa z° oSz =
z3 cos z
eiz _|_e—iz )
0. Nmamo z; = 0, moK ocraje TPaKUMO U3 ycJoBa cosz = 0 & T — =0 & €?* = —1, onarie
. 1 . .
je z = 5(7r+ 2km) = 5 + km, k € Z. Hosa cumrysnapsa Tadyka Koja Ipumana o0JacTu KOjy 3aTBapa
kouTypa C je zp = —%. O6e Tauka cy mosoBu (3amTo?), mpu demy je z; = 0 moxn 2. pena:
.9 . singz 1
lim 2° - f(z) = lim . =1#0.
z—0 z—0 z COS z



z —sin z cos z

Hame je
tgz ' sinz \’

Res f(z) = lim ( 22 - =27 ) = lim | —— ) = lim
z2=0 z—0 23 z—0\ z2Cos z z—0 22 cos? z

L. sin? 2 g . 2sin zcos z

= lim — = = lim 3 - - 5

am z—0 zcos2 z — ZQSIUTZ . z—0 c0s? z — 2zsin zcos z — zsin 2z — z4 cos 2z

o .
Tauka 22 = —5 je moxn 1. pena jep je ucmymeHo
. T\ tg 2 sinz z+% ¢ 8 1 8
lim <z+—)—3: i T 2 %—3hm — = #0,
z——I 2/ z z——% z cosz nn o z——% —sinzg T
. 8
ma jeu Res f(z) = —.
z:—% e
KonauHo, BpeqHOCT TpaKeHOr MHTEerpaJja je
tg z . 8 162
— =2mi({0+ 35 ) =—=-
s s
C+

V2 -1
Re

10



