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Izvod funkcije

Neka je funkcija y = f(x) definisana na intervalu (a, b) i
neka je x ∈ (a, b).

Ako postoji graniqna vrednost

lim
∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
,

tada se ona naziva izvodom funkcije f u taqki x i oznaqava
f ′(x). Ka�emo da je funkcija diferencijabilna u taqki x.

Neka su f i g diferencijabilne funkcije u taqki x. Tada
va�i:

1 (f(x)± g(x))′ = f ′(x)± g′(x);

2 (cf(x))′ = cf ′(x), c ∈ R;
3 (f(x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x);

4

(
f(x)

g(x)

)′
=

f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g2(x)
, g(x) ̸= 0.
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Izvod funkcije

Ako funkcija f ima izvod u taqki x, a funkcija g ima izvod
u taqki y = f(x), tada funkcija g ◦ f ima izvod u taqki x i
va�i

(g ◦ f)′(x) = g′(y)f ′(x).

Ukoliko je funkcija f diferencijabilna u svakoj taqki
intervala (a, b), tada mo�emo govoriti o novoj funkciji
f ′ : (a, b) → R. Ta funkcija tako�e mo�e imati izvod u nekoj
taqki x, pri qemu bismo onda rekli da je to drugi izvod
poqetne funkcije f u taqki x, odnosno f ′′(x) = (f ′)′ (x).
Analogno je za ostale izvode vixeg reda.
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Lokalni ekstremumi

Lokalni ekstremumi

Ako postoji okolina U taqke c takva da za svako x ∈ U va�i
f(x) ≤ f(c) (odnosno f(x) < f(c)), tada funkcija f ima
lokalni maksimum (odnosno strogi lokalni maksimum) u
taqki c.

Sliqno se definixe i lokalni minimum
((∀x ∈ U)f(c) ≤ f(x)), odnosno strogi lokalni minimum
(f(c) < f(x)).
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Lokalni ekstremumi

x1 x2 x3 x4 x6x5 x7 x8

y = f(x)

y

x

Vidimo da u datom primeru funkcija ima strogi lokalni
minimum u taqkama x1, x3 i x8, a strogi lokalni maksimum u
taqkama x2 i x7. Lokalni minimum je tako�e i u taqkama x6
i x5, dok je lokalni maksimum u x4 i u x5.
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Monotonost funkcije

Monotonost funkcije

Funkcija f : A → R je na intervalu (a, b) ⊂ A:

1 rastu�a ako za svako x1, x2 ∈ (a, b) va�i
x1 < x2 ⇒ f(x1) ≤ f(x2),

2 strogo rastu�a ako za svako x1, x2 ∈ (a, b) va�i
x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2),

3 opadaju�a ako za svako x1, x2 ∈ (a, b) va�i
x1 < x2 ⇒ f(x1) ≥ f(x2),

4 strogo opadaju�a ako za svako x1, x2 ∈ (a, b) va�i
x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2).

Ako funkcija ima bilo koju od navedenih osobina, za ǌu
ka�emo da je monotona.



Monotonost funkcije

Monotonost funkcije

Funkcija f : A → R je na intervalu (a, b) ⊂ A:

1 rastu�a ako za svako x1, x2 ∈ (a, b) va�i
x1 < x2 ⇒ f(x1) ≤ f(x2),

2 strogo rastu�a ako za svako x1, x2 ∈ (a, b) va�i
x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2),

3 opadaju�a ako za svako x1, x2 ∈ (a, b) va�i
x1 < x2 ⇒ f(x1) ≥ f(x2),

4 strogo opadaju�a ako za svako x1, x2 ∈ (a, b) va�i
x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2).

Ako funkcija ima bilo koju od navedenih osobina, za ǌu
ka�emo da je monotona.



Monotonost funkcije

Monotonost funkcije

Funkcija f : A → R je na intervalu (a, b) ⊂ A:

1 rastu�a ako za svako x1, x2 ∈ (a, b) va�i
x1 < x2 ⇒ f(x1) ≤ f(x2),

2 strogo rastu�a ako za svako x1, x2 ∈ (a, b) va�i
x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2),

3 opadaju�a ako za svako x1, x2 ∈ (a, b) va�i
x1 < x2 ⇒ f(x1) ≥ f(x2),

4 strogo opadaju�a ako za svako x1, x2 ∈ (a, b) va�i
x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2).

Ako funkcija ima bilo koju od navedenih osobina, za ǌu
ka�emo da je monotona.



Monotonost funkcije

Monotonost funkcije

Funkcija f : A → R je na intervalu (a, b) ⊂ A:

1 rastu�a ako za svako x1, x2 ∈ (a, b) va�i
x1 < x2 ⇒ f(x1) ≤ f(x2),

2 strogo rastu�a ako za svako x1, x2 ∈ (a, b) va�i
x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2),

3 opadaju�a ako za svako x1, x2 ∈ (a, b) va�i
x1 < x2 ⇒ f(x1) ≥ f(x2),

4 strogo opadaju�a ako za svako x1, x2 ∈ (a, b) va�i
x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2).

Ako funkcija ima bilo koju od navedenih osobina, za ǌu
ka�emo da je monotona.



Monotonost funkcije

Monotonost funkcije

Funkcija f : A → R je na intervalu (a, b) ⊂ A:

1 rastu�a ako za svako x1, x2 ∈ (a, b) va�i
x1 < x2 ⇒ f(x1) ≤ f(x2),

2 strogo rastu�a ako za svako x1, x2 ∈ (a, b) va�i
x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2),

3 opadaju�a ako za svako x1, x2 ∈ (a, b) va�i
x1 < x2 ⇒ f(x1) ≥ f(x2),

4 strogo opadaju�a ako za svako x1, x2 ∈ (a, b) va�i
x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2).

Ako funkcija ima bilo koju od navedenih osobina, za ǌu
ka�emo da je monotona.



Monotonost funkcije

Monotonost funkcije

Funkcija f : A → R je na intervalu (a, b) ⊂ A:

1 rastu�a ako za svako x1, x2 ∈ (a, b) va�i
x1 < x2 ⇒ f(x1) ≤ f(x2),

2 strogo rastu�a ako za svako x1, x2 ∈ (a, b) va�i
x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2),

3 opadaju�a ako za svako x1, x2 ∈ (a, b) va�i
x1 < x2 ⇒ f(x1) ≥ f(x2),

4 strogo opadaju�a ako za svako x1, x2 ∈ (a, b) va�i
x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2).

Ako funkcija ima bilo koju od navedenih osobina, za ǌu
ka�emo da je monotona.



Monotonost funkcije

Neka je funkcija f : (a, b) → R diferencijabilna na
intervalu (a, b) ⊂ A. Ako za svako x ∈ (a, b) va�i

1 f ′(x) ≥ 0, tada je funkcija f rastu�a na (a, b),

2 f ′(x) > 0, tada je funkcija f strogo rastu�a na (a, b),

3 f ′(x) ≤ 0, tada je funkcija f opadaju�a na (a, b),

4 f ′(x) < 0, tada je funkcija f strogo opadaju�a na (a, b).
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Odre�ivaǌe ekstremuma

Neka je funkcija f neprekidna u nekoj okolini U taqke c i

diferencijabilna u
◦
U(c). Tada imamo:

1 Ako za x ∈ U va�i f ′(x) < 0 kad je x < c i f ′(x) > 0 kad
je x > c, tada funkcija f ima strogi lokalni minimum u
taqki c.

2 Ako za x ∈ U va�i f ′(x) > 0 kad je x < c i f ′(x) < 0 kad
je x > c, tada funkcija f ima strogi lokalni maksimum u
taqki c.

Kandidate za lokalne ekstremume �emo tra�iti me�u
taqkama u kojima je f ′(x) = 0 i onima u kojima prvi izvod
nije definisan.
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Monotonost

x1 x2 x3 x4 x6x5 x7 x8

y = f(x)

y

x

Na kojim intervalima je funkcija rastu�a/strogo
rastu�a/opadaju�a/strogo opadaju�a?

Xta se mo�e re�i o prvom izvodu funkcije u taqkama u
kojima funkcija ima lokalni ekstremum?



Konveksnost i konkavnost funkcije

Konveksnost funkcije

Funkcija f : A → R je konveksna na (x1, x2) ⊂ A ako za svako
θ ∈ (0, 1) va�i

f(θx1 + (1− θ)x2) ≤ θf(x1) + (1− θ)f(x2). (1)

Funkcija f : A → R je konkavna na (x1, x2) ⊂ A ako za svako
θ ∈ (0, 1) va�i

f(θx1 + (1− θ)x2) ≥ θf(x1) + (1− θ)f(x2). (2)

Ako u (1), odnosno (2) stoje stogi znaci nejednakosti, onda je
funkcija f strogo konveksna, odnosno strogo konkavna.
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Strogo konveksna funkcija



Konveksnost/konkavnost/prevojna taqka

Neka je funkcija f dva puta diferencijabilna na intervalu
(a, b). Ako za svako x ∈ (a, b) va�i

1 f ′′(x) ≥ 0, tada je funkcija f konveksna na (a, b),

2 f ′′(x) > 0, tada je funkcija f strogo konveksna na (a, b),

3 f ′′(x) ≤ 0, tada je funkcija f konkavna na (a, b),

4 f ′′(x) < 0, tada je funkcija f strogo konkavna na (a, b).

Neka je funkcija f definisana u okolini taqke c. Taqka
P (c, f(c)) je prevojna taqka krive y = f(x) ako postoji
okolina taqke c u kojoj je funkcija strogo konveksna za x < c
a strogo konkavna za x > c ili obrnuto.
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Lopitalovo pravilo

Teorema: Neka su f i g diferencijabilne funkcije u

probuxenoj okolini
◦
U(a) taqke a i neka je:

1 lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0 ili lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = ∞,

2 g′(x) ̸= 0, za x ∈
◦
U(a),

3 postoji lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
.

Tada je

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
.
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