
II kolokvijum 2021/22

1. Odrediti opxte rexeǌe sistema diferencijalnih jednaqina

x′ = −4x + 3y − 2z
y′ = −5x + 5y − z
z′ = x − 2y + 3z

2. Izraqunati
∫
C−

th iz + 8

eiz − 1
dz, ako je C = {z | |z − 4− i| = 3}.

3. Primenom Laplasove transformacije odrediti opxte rexeǌe jednaqine

y′′(t) + y(t) = 4 cos3 t− cos 3t+ 10e3t.

Rexeǌa:

1. Odredimo najpre sopstvene vrednosti matrice sistema A =

−4 3 −2
−5 5 −1
1 −2 3

:

0 = det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
−4− λ 3 −2
−5 −5− λ −1
1 −2 3− λ

∣∣∣∣∣∣
= −λ3 + 4λ2 + 2λ− 20 = −(λ+ 2)(λ2 − 6λ+ 10),

odakle je λ1 = −2, λ2,3 = 3 ± i. Odredimo sada partikularna rexeǌa koja odgovaraju ovim
sopstvenim vrednostima:

1. λ1 = −2 : Tra�imo odgovaraju�i sopstveni vektor M =

ab
c

 iz jednaqine (A + 2I)M = 0,

odnosno iz −2 3 −2
−5 7 −1
1 −2 5

 ·

ab
c

 =

00
0

 ⇔
−2a +3b −2c = 0
−5a +7b −c = 0
a −2b +5c = 0

 .

Rexeǌe ovog sistema je (a, b, c) = (11α, 8α, α), α ∈ R, odnosno imamo da je M =

11α8α
α

,
α ∈ R \ {0}. Odatle, za α = 1 dobijamo jedno partikularno rexeǌe X1(t) =

118
1

 e−2t.

2. λ2,3 = 3± i: Odredimo sopstveni vektor M =

ab
c

 za λ2 = 3+ i: Iz (A− (3 + i)I)M = 0 imamo

−7− i 3 −2
−5 2− i −1
1 −2 −i

 ·

ab
c

 =

00
0

 ⇔
(−7− i)a +3b −2c = 0

−5a +(2− i)b −c = 0
a −2b −ic = 0

 .



Rexeǌe prethodnog sistema je (a, b, c) =

(
− (2 + i)α

5
,− (1 + 3i)α

5
, α

)
, α ∈ C, odnosno tra�eni

sopstveni vektor je M =
(
−α

5

) 2 + i
1 + 3i
−5

, α ∈ C \ {0}, pa za α = −5 dobijamo

Xkom(t) =

 2 + i
1 + 3i
−5

 e(3+i)t =

 2
1
−5

+ i

13
0

 · e3t(cos t+ i sin t)

=

2 cos t− sin t
cos t− 3 sin t

−5 cos t

 e3t + i

cos t+ 2 sin t
3 cos t+ sin t

−5 sin t

 e3t,

odakle je

X1(t) = Re(Xkom) =

2 cos t− sin t
cos t− 3 sin t

−5 cos t

 e3t,

odnosno

X2(t) = Im(Xkom) =

cos t+ 2 sin t
3 cos t+ sin t

−5 sin t

 e3t.

Opxte rexeǌe sistema je dato sa

X(t) = C1X1(t) + C2X2(t) + C3X3(t)

= C1

118
1

 e−2t + C2

2 cos t− sin t
cos t− 3 sin t

−5 cos t

 e3t + C3

cos t+ 2 sin t
3 cos t+ sin t

−5 sin t

 e3t,

odnosno

x(t) = 11C1e
−2t + C2(2 cos t− sin t)e3t + C3(cos t+ 2 sin t)e3t

y(t) = 8C1e
−2t + C2(cos t− 3 sin t)e3t + C3(3 cos t+ sin t)e3t

z(t) = C1e
−2t − 5C2e

3t cos t− 5C3e
3t sin t,

za C1, C2, C3 ∈ R.

2. Korisno je primetiti da je

th iz =
sh iz

ch iz
=

eiz−e−iz

2
eiz+e−iz

2

=
i sin z

cos z
= i tg z,

odakle je

f(z) =
th iz + 8

eiz − 1
=

i sin z + 8 cos z

cos z(eiz − 1)

Singularitete �emo odre�ivati iz uslova cos z(eiz − 1) = 0:

Najpre, iz cos z = 0 imamo da je eiz + e−iz = 0, odnosno e2iz = −1, odakle je 2iz = Ln(−1) =

ln | − 1|+ iArg(−1) = i(π + 2kπ) ⇔ z =
π

2
+ kπ, k ∈ R. Taqke koje pripadaju oblasti ograniqenoj

datom konturom su z1 =
π

2
i z2 =

3π

2
.

Daǉe, iz eiz − 1 = 0 dobijamo da je eiz = 1, odnosno iz = Ln(1) = i2kπ ⇔ z = 2kπ. Taqka koja
pripada datoj oblasti je z3 = 2π.
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Re z

Im z

4

i

π
2

2π3π
2

4 + i4 + i

Jasno je da su sve taqke z1, z2 i z3 polovi. Neophodno je jox odrediti odgovaraju�e reziduume:

1. z1 =
π

2
: Va�i

lim
z→π

2

(
z − π

2

)
f(z) = lim

z→π
2

i sin z + 8 cos z

eiz − 1
·
z − π

2
cos z

=
i

i− 1
lim
z→π

2

z − π

2
cos z

0
0=

L.P.

i

i− 1
lim
z→π

2

1

− sin z
=

i

i− 1
· 1

−1
=

i

1− i
=

i− 1

2
,

odakle zakǉuqujemo da je z1 pol prvog reda i da va�i Res
z=π

2

f(z) =
i− 1

2
.

2. z2 =
3π

2
: Analogno prethodnoj taqki imamo da je

lim
z→ 3π

2

(
z − 3π

2

)
f(z) = lim

z→ 3π
2

i sin z + 8 cos z

eiz − 1
·
z − 3π

2
cos z

=
−i

−i− 1
lim

z→ 3π
2

z − 3π

2
cos z

0
0=

L.P.

i

i+ 1
lim

z→ 3π
2

1

− sin z
=

i

i+ 1
· 1
1
=

i

1 + i
=

1 + i

2
,

pa je i z2 prost pol i va�i Res
z= 3π

2

f(z) =
1 + i

2
.

3. z3 = 2π: Za ovu taqku va�i

lim
z→2π

(z − 2π)f(z) = lim
z→2π

i sin z + 8 cos z

cos z
· z − 2π

eiz − 1
= 8 lim

z→2π

z − 2π

eiz − 1
0
0=

L.P.
8 lim
z→2π

1

ieiz
= 8 · 1

i
= −8i,

te je i ova taqka pol prvog reda i va�i Res
z=2π

f(z) = −8i.
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Konaqno, za dati integral va�i∫
C−

f(z) dz = −2πi

(
Res
z=π

2

f(z) + Res
z= 3π

2

f(z) + Res
z=2π

f(z)

)
= −2πi(−7i) = −14π.

3. Vidimo najpre da je

cos3 t =

(
eit + e−it

2

)3

=
1

8

(
e3it + 3eit + 3e−it + e−3it

)
=

1

4

(
e3it + 3−3it

2
+ 3

eit + e−it

2

)
=

1

4
(cos 3t+ 3 cos t),

odakle je 4 cos3 t−cos 3t = 3 cos t. Neka je y(0) = C1 i y′(0) = C2, i neka va�i y(t)
L−→ Y (s). Primenom

Laplasove transformacije na jednaqinu

y′′(t) + y(t) = 3 cos t+ 10e3t

dobijamo algebarsku jednaqinu

s2Y (s)− sC1 − C2 + Y (s) = 3 · s

s2 + 1
+ 10 · 1

s− 3

⇔ Y (s)(1 + s2) = sC1 + C2 + 3
s

s2 + 1
+ 10

1

s− 3
,

odakle je

(1) Y (s) = C1
s

s2 + 1
+ C2

1

s2 + 1
+ 3

s

(s2 + 1)2
+

10

(s2 + 1)(s− 3)
.

Iz
10

(s2 + 1)(s− 3)
=

As+B

s2 + 1
+

C

s− 3
dobijamo sistem linearnih jednaqina

A +C = 0
−3A +B = 0

−3B +C = 10

 ,

qijim rexavaǌem dobijamo da je A = −1, B = −3 i C = 1. Vra�aju�i se u (1) imamo da je

Y (s) = (C1 − 1)
s

s2 + 1
+ (C2 − 3)

1

s2 + 1
+

3

2
· 2s

(s2 + 1)2
+

1

s− 3
,

odakle, primenom inverzne Laplasove transformacije, dobijamo

y(t) = (C1 − 1) cos t+ (C2 − 3) sin t+
3

2
t sin t+ e3t,

pri qemu smo iskoristili slede�i rezultat:

L (t sin t) = −
(

1

s2 + 1

)′

=
2s

(s2 + 1)2
.
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II kolokvijum 2022/23

1. Odrediti opxte rexeǌe sistema diferencijalnih jednaqina

x′ = 2x − y − z
y′ = 2x − y − 2z
z′ = −4x + 4y

2. Izraqunati
∫
C−

eπz − 1

z4 + 2z3
dz, ako je C = {z : |z + 1 + i| = 2}.

3. Primenom Laplasove transformacije rexiti jednaqinu

y′′(t) = −2 cos 2t+ 3

∫ t

0

y′(x) cos 2(t− x) dx,

ako je y(0) = 3 i y′(0) = −1.

Rexeǌa:

1. Za poqetak, iz

0 = det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
2− λ −1 −1
2 −1− λ −2
−4 4 −λ

∣∣∣∣∣∣ = −λ3 + λ2 − 4λ+ 4 = (1− λ)(λ2 + 4),

zakǉuqujemo da su sopstvene vrednosti matrice sistema λ1 = 1 i λ2,3 = ±2i. Odredimo sada
partikularna rexeǌa koja odgovaraju ovim sopstvenim vrednostima:

1. λ1 = 1 : Tra�imo odgovaraju�i sopstveni vektor M =

ab
c

 iz jednaqine (A − I)M = 0,

odnosno iz  1 −1 −1
2 −2 −2
−4 4 −1

 ·

ab
c

 =

00
0

 ⇔
a −b −c = 0
2a −2b −2c = 0
−4a +4b −c = 0

 .

Rexeǌe ovog sistema je (a, b, c) = (α, α, 0), α ∈ R, odnosno imamo da je M =

11
0

 ·α, α ∈ R\{0}.

Odatle, za α = 1 dobijamo jedno partikularno rexeǌe X1(t) =

11
0

 et.

2. λ2,3 = ±2i: Odredimo sopstveni vektor M =

ab
c

 za λ2 = 2i: Iz (A− 2iI)M = 0 imamo

2− 2i −1 −1
2 −1− 2i −2
−4 4 −2i

 ·

ab
c

 =

00
0

 ⇔
(2− 2i)a −b −c = 0

2a +(−1− 2i)b −2c = 0
−2a +2b −ic = 0

 .
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Rexeǌe prethodnog sistema je (a, b, c) = (α, 2α,−2αi), α ∈ C, odnosno tra�eni sopstveni

vektor je M =

 1
2

−2i

 · α, α ∈ C \ {0}, pa za α = −1 dobijamo

Xkom(t) =

 1
2

−2i

 e2it =

 1
2

−2i

 (cos 2t+ i sin 2t)

=

 cos 2t+ i sin 2t
2 cos 2t+ 2i sin 2t
2 sin 2t− 2i cos 2t

 ,

odakle je

X1(t) = Re(Xkom) =

 cos 2t
2 cos 2t
2 sin 2t

 , X2(t) = Im(Xkom) =

 sin 2t
2 sin 2t
−2 cos 2t

 .

Opxte rexeǌe sistema je dato sa

X(t) = C1X1(t) + C2X2(t) + C3X3(t)

= C1

11
0

 et + C2

 cos 2t
2 cos 2t
2 sin 2t

 e3t + C3

 sin 2t
2 sin 2t
−2 cos 2t

 ,

odnosno
x(t) = C1e

t + C2 cos 2t+ C3 sin 2t
y(t) = C1e

t + 2C2 cos 2t+ 2C3 sin 2t
z(t) = 2C2 sin 2t− 2C3 cos 2t.

 , C1, C2, C3 ∈ R.

2. Singularne taqke podintegralne funkcije odre�ujemo iz z4 + 2z3 = 0, odakle je z1 = 0 i
z2 = −2. Obe taqke pripadaju delu kompleksne ravni ograniqnom konturom C.

Re z

Im z

−2

0

−1− i

Jasno je da je taqka z2 = −2 pol funkcije f(z) =
eπz − 1

z4 + 2z3
, dok za taqku z1 = 0 to va�i zbog

lim
z→0

eπz − 1

z4 + 2z3
= lim

z→0

eπz − 1

πz︸ ︷︷ ︸
→1

· π

z3 + 2z2
= ∞.
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Odredimo sada kog su reda ovi polovi:

1. Taqka z1 = 0 je pol 2. reda jer je

lim
z→0

z2 · eπz − 1

z4 + 2z3
= lim

z→0

eπz − 1

z2 + 2z
= lim

z→0

eπz − 1

πz︸ ︷︷ ︸
→1

· π

z + 2︸ ︷︷ ︸
π/2

=
π

2
̸= 0.

2. Taqka z2 = −2 je prost pol jer va�i

lim
z→−2

(z + 2)
eπz − 1

z4 + 2z3
= lim

z→−2

eπz − 1

z3
=

e−2π − 1

−8
̸= 0,

a odatle imamo i da je Res
z=−2

f(z) =
1− e−2π

8
.

Ostalo je jox da odredimo Res
z=0

f(z):

Res
z=0

f(z) = lim
z→0

(
z2f(z)

)′
= lim

z→0

(
eπz − 1

z2 + 2z

)′

= lim
z→0

πeπzz(z + 2)− (eπz − 1)(2z + 2)

z2(z + 2)2

0
0=

L.P.
lim
→0

π2eπzz(z + 2) + πeπz(2z + 2)− πeπz(2z + 2)− (eπz−1) · 2
2z(z + 2)2 + z2 · 2(z + 2)

= lim
z→0

1

2(z + 2)(3z + 2)
·
(
π2eπz(z + 2)− 2π · e

πz − 1

πz

)
=

1

8
· (2π2 − 2π) =

π(π − 1)

4
.

Konaqno, vrednost tra�enog integrala je∫
C−

eπz − 1

z4 + 2z3
dz = −2πi

(
1− e−2π

8
+

π(π − 1)

4

)
.

3. Neka je y(t)
L−→ Y (s). Tada je y′′(t)

L−→ s2Y (s)− 3s+ 1, pa kako je L (cos 2t) =
s

s2 + 4
i

L

 t∫
0

y′(x) cos 2(t− x) dx

 = L (y′(t) ∗ cos 2t) = L (y′(t)) · L (cos 2t) = (sY (s)− 3) · s

s2 + 4
,

to primenom Laplasove transformacije na poqetnu jednaqinu dobijamo algebarsku jednaqinu

s2Y (s)− 3s+ 1 = − 2s

s2 + 4
+ 3(sY (s)− 3) · s

s2 + 4
,

odakle je (
s2 − 3s2

s2 + 4

)
Y (s) = − 11s

s2 + 4
+ 3s− 1,

odakle je, nakon sre�ivaǌa

Y (s) =
3s3 − s2 + s− 4

s2(s2 + 1)
.

Iskoristi�emo tzv. metodu neodre�enih koeficijenata: Iz

3s3 − s2 + s− 4

s2(s2 + 1)
=

A

s
+

B

s2
+

Cs+D

s2 + 1
,
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dobijamo sistem linearnih jednaqina

A +C = 3
B +D = −1

A = 1
B = −4

 ,

odakle se jednostavno dobija A = 1, B = −4, C = 2 i D = 3. Daǉe je

3s3 − s2 + s− 4

s2(s2 + 1)
=

1

s
− 4

s2
+

2s+ 3

s2 + 1
=

L −1

−−−→ 1− 4t+ 2 cos t+ 3 sin t.

II kolokvijum 2023/24

1. Odrediti opxte rexeǌe sistema diferencijalnih jednaqina

x′ = x + 2y − 2z
y′ = − 2y + 3z
z′ = −2x − 2y + z

.

2. Izraqunati
∫
C+

tg z

z4 + z3
dz, ako je C = {z : |z − i| = 3

2}.

3. Primenom Laplasove transformacije rexiti sistem

x′ = x + 4y + 3et

y′ = x + y + 3e−t

ako je x(0) = 1 i y(0) = 0.

Rexeǌa:

1. Iz determinante

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
1− λ 2 −2
0 −2− λ 3
−2 −2 1− λ

∣∣∣∣∣∣ = −λ3 + λ = −λ(λ− 1)(λ+ 1),

zakǉuqujemo da su sopstvene vrednosti matrice sistema λ1 = 0, λ2 = 1 i λ3 = −1. Odredimo sada
partikularna rexeǌa koja odgovaraju ovim sopstvenim vrednostima:

1. λ1 = 0 : Tra�imo odgovaraju�i sopstveni vektor M =

ab
c

 iz jednaqine (A − 0I)M = 0,

odnosno iz  1 2 −2
0 −2 3
−2 −2 1

 ·

ab
c

 =

00
0

 ⇔
a +2b −2c = 0

−2b +3c = 0
−2a −2b +c = 0

 .
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Rexeǌe ovog sistema je (a, b, c) = (α,−3α/2,−α), α ∈ R, odnosno imamo da je M =

 α
−3α/2
−α

,
α ∈ R \ {0}. Odatle, za α = −2 dobijamo jedno partikularno rexeǌe X1(t) =

−2
3
2

.
2. λ1 = 1 : Odre�ujemo M =

ab
c

 iz jednaqine (A− I)M = 0, odnosno iz

 0 2 −2
0 −3 3
−2 −2 0

 ·

ab
c

 =

00
0

 ⇔
2b −2c = 0
−3b +3c = 0

−2a −2b = 0

 .

Jednostavno dobijamo da je M =

 α
−α
−α

, α ∈ R\{0}, pa za α = −1 dobijamo drugo partikularno

rexeǌe X2(t) =

−1
1
1

 et.

3. λ1 = −1 : Iz jednaqine (A+ I)M = 0, odnosno iz 2 2 −2
0 −1 3
−2 −2 2

 ·

ab
c

 =

00
0

 ⇔
2a +2b −2c = 0

−b +3c = 0
−2a −2b +2c = 0

 .

dobijamo da je M =

−2α
3α
α

, α ∈ R\{0}, pa za α = 1 dobijamo posledǌe partikularno rexeǌe

X3(t) =

−2
3
1

 e−t.

Konaqno, opxte rexeǌe datog sistema je X(t) = C1X1(t)+C2X2(t)+C3X3(t), C1, C2, C3 ∈ R, odnosno

x(t) = −2C1 − C2e
t − 2C3e

−t

y(t) = 3C1 + C2e
t + 3C3e

−t

z(t) = 2C1 + C2e
t + C3e

−t.

 , C1, C2, C3 ∈ R.

2. Neka je f(z) =
tg z

z4 + z3
=

sin z

z3(z + 1) cos z
. Singularne taqke ove funkcije �emo tra�iti me�u

rexeǌima jednaqine z3(z + 1) cos z = 0.

Najpre, iz cos z = 0 ⇔ eiz + e−iz

2
= 0 ⇔ e2iz + 1 = 0 dobijamo da je

2iz = Ln(−1) = ln | − 1|+ i(arg(−1) + 2kπ) = i(π + 2kπ), k ∈ Z,

odnosno z =
π

2
+ kπ, k ∈ Z. Jasno je da nijedna takva taqka ne pripada oblasti D koju zatvara

kontura C.

Daǉe, iz z3(z + 1) = 0 dobijamo da su kandidati z1 = 0 i z2 = −1. Trivijalno je da z1 ∈ D,

dok nije texko pokazati i z2 ∈ D jer | − 1− i| =
√
2 <

3

2
⇔ 2

√
2 < 3 ⇔ 8 < 9.

Dakle, imamo dve singularne taqke koje pripadaju zadatoj oblasti, i za obe se lako pokazuje
da su polovi.
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Re

Im

C

0−1

i

−i/2

Odredimo reziduume za taqke z1 i z2:

1. Taqka z1 = 0 je pol drugog reda, jer va�i

lim
z→0

z2f(z) = lim
z→0

z2 · tg z

z4 + z3
= lim

z→0

sin z

z︸ ︷︷ ︸
→1

· cos z
z + 1︸ ︷︷ ︸
→1/2

=
1

2
̸= 0.

Reziduum je daǉe

Res
z=0

f(z) = lim
z→0

(
z2f(z)

)′
= lim

z→0

(
tg z

z2 + z

)′

= lim
z→0

1
cos2 z · (z2 + z)− tg z · (2z + 1)

(z2 + z)2

= lim
z→0

1

(z + 1)2 cos2 z︸ ︷︷ ︸
→1

1− sin z

z︸ ︷︷ ︸
→1

·2 · cos z︸︷︷︸
→1

+
z − sin z cos z

z2︸ ︷︷ ︸
→0

 = −1,

pri qemu smo koristili slede�i rezultat:

lim
z→0

z − sin z cos z

z2

0
0=

L.P.
lim
z→0

1− cos 2z

2z

0
0=

L.P.
lim
z→0

2 sin 2z

2
= 0.

2. Taqka z2 = −1 je prost pol, jer va�i

lim
z→−1

(z + 1)f(z) = lim
z→−1

tg z

z3
= − tg(−1) = tg 1 ̸= 0.

Stoga, imamo i Res
z=−1

f(z) = tg 1.

Konaqno, na osnovu izraqunatih reziduuma, zakǉuqujemo da je vrednost tra�enog integrala
jednaka ∫

C+

tg z

z4 + z3
dz = 2πi(−1 + tg 1).

3. Ako je x(t)
L−→ X(s) i y(t)

L−→ Y (s), tada ako primenimo Laplasovu transformaciju na dati
sistem, dobijamo sistem

sX(s)− 1 = X(s) + 4Y (s) +
3

s− 1

sY (s) = X(s) + Y (s) +
3

s+ 1

 ⇔
(s− 1)X(s)− 4Y (s) =

s+ 2

s− 1

−X(s) + (s− 1)Y (s) =
3

s+ 1

 .
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Dobijeni sistem �emo rexavati Kramerovom metodom: Va�i

∆ =

∣∣∣∣s− 1 −4
−1 s− 1

∣∣∣∣ = s2 − 2s− 3 = (s+ 1)(s− 3),

odnosno

∆x =

∣∣∣∣ s+2
s−1 −4
3

s+1 s− 1

∣∣∣∣ = s2 + 3s+ 14

s+ 1
, ∆y =

∣∣∣∣s− 1 s+2
s−1

−1 3
s+1

∣∣∣∣ = 4s2 − 3s+ 5

(s+ 1)(s− 1)
,

odakle je

X(s) =
∆x

∆
=

s2 + 3s+ 14

(s+ 1)2(s− 3)
,

odnosno

Y (s) =
∆y

∆
=

4s2 − 3s+ 5

(s+ 1)2(s− 1)(s− 3)
.

Primenom metode neodre�enih koeficijenata, dobijamo da je

X(s) = − 1

s+ 1
− 3

(s+ 1)2
+

2

s− 3
,

odnosno
Y (s) = −1

4
· 1

s+ 1
+

3

2
· 1

(s+ 1)2
− 3

4
· 1

s− 1
+

1

s− 3
.

Primenom inverzne Laplasove transformacije, lako zakǉuqujemo da va�i

x(t) = −e−t − 3te−t + 2e3t,

y(t) = −1

4
e−t +

3

2
te−t − 3

4
et + e3t.
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