
I kolokvijum 2022/23 - prva grupa

1. Odrediti partikularno rexeǌe diferencijalne jednaqine

2xy3 dx− (1− x2y2) dy = 0

koje zadovoǉava uslov y(1) = 2.

2. Odrediti opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine

y′′′ + y′′ − y′ − y = (4x+ 2) cosx+ 6 sinx.

3. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dx

x− y
=

dy

x+ y
=

dz

z2 + 1
.

Rexeǌa:

1. Iz jednaqine vidimo da va�i

dx

dy
=

1− x2y2

2xy3
=

1

2y3
x−1 − 1

2y
x ⇔ x′ +

1

2y
x =

1

2y3
x−1,

odnosno imamo Bernulijevu jednaqinu za α = −1. Ako uvedemo smenu z = x1+1 = x2,
odakle je x = z1/2 i x′ = 1

2z
−1/2z′ dobijamo

1

2
z−1/2z′ +

1

2y
z1/2 =

1

2y3
z−1/2

/
· 2z1/2

z′ +
1

y
z =

1

y3
,

xto predstavǉa linearnu diferencijalnu jednaqinu prvog reda, qije je opxte rexeǌe

z(y) = e−
∫

1
y dy

(
C +

∫
1

y3
e
∫

1
y dy dy

)
=

1

y

(
C +

∫
1

y3
· y dy

)
=

1

y

(
C − 1

y

)
=

Cy − 1

y2
.

Dakle, opxte rexeǌe poqetne jednaqine je

x2 =
Cy − 1

y2
,

odakle iz datog poqetnog uslova jednostavno odre�ujemo i rexeǌe Koxijevog problema:

12 =
C · 2− 1

22
⇒ C =

5

2
⇒ x2 =

5y − 2

2y2
.

2. Opxte rexeǌe odgovaraju�e homogene jednaqine dobijamo tako xto najpre odredimo
rexeǌa karakteristiqne jednaqine:

λ3 + λ2 − λ− 1 = 0 ⇔ (λ+ 1)2(λ− 1) = 0,



odakle je λ1,2 = −1, λ3 = 1, odnosno opxte rexeǌe homogene jednaqine je

yh = C1e
−x + C2xe

−x + C3e
x.

Iz oblika date funkcije f(x) = (4x+2) cosx+6 sinx vidimo da k = 0 jer 0+1i nije nula
karakteristiqne jednaqine, te je oblik partikularnog rexeǌa dat sa:

yp = (Ax+B) cosx+ (Cx+D) sinx.

Nakon kra�eg raquna dobijamo da je

y′p = (Cx+A+D) cosx+ (−Ax−B + C) sinx,

y′′p = (−Ax−B + 2C) cosx+ (−Cx− 2A−D) sinx,

y′′′p = (−Cx− 3A−D) cosx+ (Ax+B − 3C) sinx.

Zamenom yp, y
′
p, y

′′
p i y′′′p u datu jednaqinu, nakon sre�ivaǌa dobijamo da je

(4x+ 2) cosx+ 6 sinx = ((−2A− 2C)x− 4A− 2B + 2C − 2D) cosx+

+ ((2A− 2C)x− 2A+ 2B − 4C − 2D) sinx,

pa izjednaqavaju�i koeficijente uz cosx, sinx, x cosx i x sinx na obe strane dobijamo
sistem

−4A− 2B + 2C − 2D = 2
−2A+ 2B − 4C − 2D = 6

−2A− 2C = 4
2A− 2C = 0


qije je rexeǌe A = −1, B = 0, C = −1, D = 0. Dakle, partikularno rexeǌe je
yp = −x cosx−x sinx, odakle dobijamo opxte rexeǌe poqetne diferencijalne jednaqine:

y = yh + yp = C1e
−x + C2xe

−x + C3e
x − x cosx− x sinx.

3. Vidimo najpre da iz

dz

z2 + 1
=

xdx+ y dy

x(x− y) + y(x+ y)
=

1
2 d(x

2 + y2)

x2 + y2

sledi

2
dz

z2 + 1
=

d(x2 + y2)

x2 + y2
⇒ 2

∫
dz

z2 + 1
=

∫
d(x2 + y2)

x2 + y2
⇒ 2 arctg z + C = ln(x2 + y2),

odakle dobijamo jedan prvi integral

ln(x2 + y2)− 2 arctg z = C1.

Daǉe, iz datog sistema imamo da je

dx

x− y
=

dy

x+ y
⇒ dy

dx
=

x+ y

x− y
⇔ y′x =

1 + y
x

1− y
x

,

qime smo dobili homogenu diferencijalnu jednaqinu prvog reda, koju rexavamo smenom
y = wx, odakle je y′ = w′x+ w i

w′x+ w =
1 + w

1− w
⇒ dw

dx
x =

1 + w − w + w2

1− w
.



Sada imamo jednaqinu u kojoj mo�emo da razdvojimo promenǉive, pa je daǉe:∫
dx

x
=

∫
(1− w) dw

1 + w2
⇔ ln |x|+ C = arctgw − 1

2
ln(1 + w2),

odakle zamenom w = y/x dobijamo jox jedan prvi integral sistema:

ln(x2 + y2)− 2 arctg
y

x
= C2.

Ovi prvi integrali su nezavisni i qine rexeǌe datog sistema jer, ako je φ1(x, y, t) =
ln(x2 + y2)− 2 arctg z i φ2(x, y, t) = ln(x2 + y2)− 2 arctg y

x , va�i∣∣∣∣(φ1)
′
x (φ1)

′
y

(φ2)
′
x (φ2)

′
y

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 2x
x2+y2

2y
x2+y2

2x+2y
x2+y2

2y−2x
x2+y2

∣∣∣∣∣ = −4

x2 + y2
̸= 0.



I kolokvijum 2022/23 - druga grupa

1. Odrediti opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine

xy′ − y = (x+ y) ln
x+ y

x
.

2. Odrediti opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine

y′′′ − 2y′′ − y′ + 2y = (6x+ 8)e2x.

3. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dx

x2 + 1− yt
=

dy

xt+ xy
=

dt

xt
.

Rexeǌa:

1. Ukoliko podelimo jednaqinu sa x, dobi�emo

y′ − y

x
=

(
1 +

y

x

)
ln
(
1 +

y

x

)
,

pa mo�emo prepoznati homogenu diferencijalnu jednaqinu. Nakon uvo�eǌa smene z = y
x ,

odakle je y = zx i y′ = z′x+ z, imamo da je

z′x+ z − z = (1 + z) ln(1 + z) ⇔ dz

dx
· x = (1 + z) ln(1 + z),

pa dobijamo jednaqinu u kojoj mo�emo razdvojiti promenǉive

dx

x
=

dz

(1 + z) ln(1 + z)
⇒

∫
dx

x
=

∫
dz

(1 + z) ln(1 + z)
,

odakle je

ln |x|+ C ′ =

∫
dz

(1 + z) ln(1 + z)
=


t = ln(1 + z)

dt =
dz

1 + z

 =

∫
dt

t
= ln |t|,

pa daǉe dobijamo da je t = xC, za C = ±eC
′
, odnosno nakon vra�aǌa smene, jedostavno

dobijamo opxte rexeǌe date diferencijalne jednaqine:

ln
x+ y

x
= xC.

2. Opxte rexeǌe odgovaraju�e homogene jednaqine dobijamo tako xto najpre odredimo
rexeǌa karakteristiqne jednaqine:

λ3 − 2λ2 − λ+ 2 = 0 ⇔ (λ− 2)(λ− 1)(λ+ 1) = 0,



odakle je λ1 = 2, λ2 = 1, λ3 = −1, odnosno opxte rexeǌe homogene jednaqine je

yh = C1e
2x + C2e

x + C3e
−x.

Iz oblika date funkcije f(x) = (6x+ 8)e2x vidimo da k = 1 jer 2 + 0i jednostruka nula
karakteristiqne jednaqine, te je oblik partikularnog rexeǌa dat sa:

yp = x(Ax+B)e2x = (Ax2 +Bx)e2x.

Nakon kra�eg raquna dobijamo da je

y′p =
(
2Ax2 + (2A+ 2B)x+B

)
e2x,

y′′p =
(
4Ax2 + (8A+ 4B)x+ 2A+ 4B

)
e2x,

y′′′p =
(
8Ax2 + (24A+ 8B)x+ 12A+ 12B

)
e2x.

Zamenom yp, y
′
p, y

′′
p i y′′′p u datu jednaqinu, nakon sre�ivaǌa dobijamo da je

(6Ax+ 8A+ 3B) e2x = (6x+ 8)e2x,

pa koeficijente A i B dobijamo iz sistema

6A = 6
8A+ 3B = 8

}
⇒ A = 1, B = 0.

Dakle, partikularno rexeǌe je yp = x2e2x, pa je, konaqno, opxte rexeǌe poqetne difer-
encijalne jednaqine:

y = yh + yp = C1e
2x + C2e

x + C3e
−x + x2e2x.

3. Vidimo najpre da iz

dt

xt
=

xdx+ y dy

x(x2 + 1− yt) + y(xt+ xy)
=

1
2 d(x

2 + y2)

x(x2 + y2 + 1)

sledi

2
dt

t
=

d(x2 + y2)

x2 + y2 + 1
⇒ 2

∫
dt

t
=

∫
d(x2 + y2)

x2 + y2 + 1
⇒ 2 ln |t|+ C = ln(x2 + y2 + 1),

odakle dobijamo jedan prvi integral

x2 + y2 + 1

t2
= C1.

Daǉe, iz datog sistema imamo da je

dy

t+ y
=

dt

t
⇒ dy

dt
=

y + t

t
⇔ y′t −

y

t
= 1,

qime smo dobili linearnu diferencijalnu jednaqinu prvog reda, qije je rexeǌe

y = e
∫

1
t dt

(
C +

∫
1 · e−

∫
1
t dt dt

)
= t

(
C +

∫
1

t
dt

)
= Ct+ t ln |t|,

odakle direktno dobijamo jox jedan prvi integral sistema:
y

t
− ln |t| = C2.

Ovi prvi integrali su nezavisni i qine rexeǌe datog sistema jer, ako je φ1(x, y, t) =
(x2 + y2 + 1)/t2 i φ2(x, y, t) = y/t− ln |t|, va�i∣∣∣∣(φ1)

′
x (φ1)

′
y

(φ2)
′
x (φ2)

′
y

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣2x/t2 2y/t2

0 1/t

∣∣∣∣ = 2x

t3
̸= 0.



I kolokvijum 2023/24 - druga grupa

1. Odrediti opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine

x′ cos y = x(sin y + x cos4 y).

2. Data je diferencijalna jednaqina y′′ − 2y′ + y = f(x).

a) Odrediti opxte rexeǌe jednaqine za f(x) = 0.

b) Odrediti opxte rexeǌe jednaqine za f(x) = 12ex(x2 + x).

3. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dx

xz2 − x2
=

dy

xy − yz2 − 2z2
=

dz

xz
.

Rexeǌa:

1. Data jednaqina je ekvivalentna sa

x′ cos y − x sin y = x2 cos4 y.

Deǉeǌem jednaqine sa cos y dobijamo Bernulijevu diferencijalnu jednaqinu:

x′ − x tg y = x2 cos3 y.

Ako uvedemo smenu z = x−1 (proverom vidimo da je x = 0 rexeǌe date jednaqine),
odakle je x = z−1 i x′ = −z−2z′ dobijamo

−z−2z′ − z−1 tg y = z−2 cos3 y,

odnosno, mno�eǌem jednaqine sa −z2, imamo linearnu diferencijalnu jednaqinu prvog
reda

(1) z′ + z tg y = − cos3 y.

Kako je∫
tg y dy =

∫
sin y

cos y
dy =

⌈
t = cos y,

dt = − sin y dy

⌋
=

∫
−dt

t
= − ln |t|+ C = − ln | cos y|+ C,

to je rexeǌe jednaqine (1) dato sa

z(y) = eln | cos y|
(
C −

∫
cos3 y · e− ln | cos y| dy

)
= cos y

(
C −

∫
cos3 y · 1

cos y
dy

)
= cos y

(
C −

∫
cos2 y dy

)
= cos y

(
C −

∫
1 + cos 2y

2
dy

)
= cos y

(
C − y

2
− sin 2y

4

)
.



Konaqno, opxte rexeǌe poqetne diferencijalne jednaqine je

x(y) =

(
cos y

(
C − y

2
− sin 2y

4

))−1

.

2. a) Na osnovu karakteristiqne jednaqine

λ2 − 2λ+ 1 = 0 ⇔ (λ− 1)2 = 0,

qija su rexeǌa λ1,2 = 1 dobijamo opxte rexeǌe date homogene jednaqine

yh = C1e
x + C2xe

x.

b) Imaju�i u vidu oblik date funkcije,

f(x) = ex((12x2 + 12x) cos (0x) + 1 sin (0x)),

vidimo da je a = 1, b = 0, m = 2, pa, kako je a+ bi = 1 dvostruka nula karakteristiqnog
polinoma, to partikularno rexeǌe date nehomogene jednaqine tra�imo u obliku

yp = x2ex(Ax2 +Bx+ C) = ex(Ax4 +Bx3 + Cx2).

Nakon kra�eg raquna dobijamo da je

y′p = ex
(
Ax4 + (4A+B)x3 + (3B + C)x2 + 2Cx

)
,

odnosno

y′′p = ex
(
Ax4 + (8A+B)x3 + (12A+ 6B + C)x2 + (6B + 4C)x+ 2C

)
.

Uvrxtaju�i yp, y
′
p i y′′p u datu jednaqinu, dobijamo da va�i

ex
(
12Ax2 + 6Bx+ 2C

)
= 12ex

(
x2 + x

)
,

odnosno
12Ax2 + 6Bx+ 2C = 12x2 + 12x.

Porede�i koeficijente uz qlanove istog stepena na obe strane dobijamo da je A = 1,
B = 2 i C = 0, odnosno partikularno rexeǌe je

yp = x2ex(x2 + 2x).

Opxte rexeǌe date nehomogene jednaqine je odatle

y = yh + yp = C1e
x + C2xe

x + x2ex(x2 + 2x).

3. Najpre, iz
dx

xz2 − x2
=

dz

xz
,

dobijamo da je
dx

dz
=

xz2 − x2

xz
= z − x

z
,



odakle imamo linearnu diferencijalnu jednaqinu

x′ +
x

z
= z,

qije je rexeǌe

x = e−
∫

dz
z

(
C +

∫
ze

∫
dz
z dz

)
= e− ln |z|

(
C +

∫
zeln |z| dz

)
=

1

z

(
C +

∫
z2 dz

)
=

1

z

(
C +

z3

3

)
,

odakle dobijamo prvi integral

xz − z3

3
= C1.

Daǉe, va�i

y dx+ xdy

y(xz2 − x2) + x(xy − yz2 − 2z2)
=

dz

xz
⇔ d(xy)

−2xz2
=

dz

xz
,

odakle je
d(xy) = −2z dz.

Integraǉeǌem dobijamo
xy = −z2 + C2,

odnosno jox jedan prvi integral je

xy + z2 = C2.

Ako je φ1(x, y, z) = xz − z3

3
i φ2(x, y, z) = xy + z2, onda iz∣∣∣∣(φ1)

′
x (φ1)

′
y

(φ2)
′
x (φ2)

′
y

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣z 0
y x

∣∣∣∣ = xz ̸= 0,

zakǉuqujemo da su ovi prvi integrali nezavisni, te je ǌima odre�eno rexeǌe datog
sistema.



I kolokvijum 2024/25 - prva grupa

1. Odrediti opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine(
x− cos2 y

x2

)
dx =

(
y +

sin 2y

x

)
dy

2. Odrediti opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine

y′′ − 2y′ − 3y = e−x(12x2 + 10x).

3. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dx

2x2 + 3xy + y2
=

dy

x2 + xy
=

dz

(x+ y)yz
.

Rexeǌa:

1. Ako zapixemo datu jednaqinu kao(
x− cos2 y

x2

)
︸ ︷︷ ︸

P (x,y)

dx+

(
−y − sin 2y

x

)
︸ ︷︷ ︸

Q(x,y)

dy = 0,

tada zbog
∂

∂y
P (x, y) = −2 cos y(− sin y)

x2
=

sin 2y

x2
=

∂

∂x
Q(x, y)

zakǉuqujemo da je data jednaqina zapravo jednaqina sa totalnim diferencijalom. Iz∫
P (x, y) dx =

∫ (
x− cos2 y

x2

)
dx =

x2

2
+

cos2 y

x

sledi

u(x, y) =

∫
P (x, y) dx+

∫ [
Q(x, y)− ∂

∂y

(∫
P (x, y) dx

)]
dy

=
x2

2
+

cos2 y

x
+

∫ [
−y − sin 2y

x
+

2 cosx sinx

x

]
dy

=
x2

2
+

cos2 y

x
− y2

2
,

odakle je opxte rexeǌe date jednaqine dato sa

x2 − y2

2
+

cos2 y

x
= C.

2. Na osnovu karakteristiqne jednaqine λ2 − 2λ − 3 = 0 ⇔ (λ + 1)(λ − 3) = 0, odakle
je λ1 = −1 i λ2 = 3, dobijamo rexeǌe nehomogene jednaqine koja odgovara polaznoj
jednaqini:

yh = C1e
−x + C2e

3x.



Daǉe, na osnovu funkcije f(x) = e−x(12x2 + 10x) dobijamo da je partikularno rexeǌe
dato sa

yp = e−x(Ax2 +Bx+ C)x1 = e−x(Ax3 +Bx2 + Cx).

Diferenciraǌem daǉe dobijamo da je

y′p = e−x
(
Ax3 + (−3A+B)x2 + (−2B + C)x− C

)
,

odnosno
y′′p = e−x

(
Ax3 + (−6A+B)x2 + (6A− 4B + C)x+ 2B − 2C

)
.

Zamenom u jednaqinu je odatle

e−x(−12Ax2 + (6A− 8B)x+ 2B − 4C) = e−x(12x2 + 10x),

pa izjednaqavaǌem koeficijenata dobijamo sistem

−12A = 12
6A −8B = 10

2B −4C = 0

 ,

odakle je A = −1, B = −2 i C = −1. Dakle, tra�eno partikularno rexeǌe je

yp = e−x
(
−x3 − 2x2 − x

)
,

odnosno opxte rexeǌe date jednaqine je

y = yh + yp = C1e
−x + C2e

3x − e−x
(
x3 + 2x2 + x

)
.

3. Primetimo prvo da je 2x2 + 3xy + y2 = (2x+ y)(x+ y), tako da je dovoǉno da reximo
sistem

dx

2x+ y
=

dy

x
=

dz

yz
.

Vidimo da va�i
dx

2x+ y
=

dy

y
⇔ dx

dy
=

2x+ y

y
= 1 + 2 · x

y
,

odnosno dobili smo homogenu diferencijalnu jednaqinu. Smenom z =
x

y
, odnosno x = zy

dobijamo da je x′ = z′y + z, pa zamenom u jednaqinu je

z′y + z = 1 + 2z ⇒ z′y = 1 + z ⇒ dz

1 + z
=

dy

y
,

pa integraǉeǌem obe strane dobijamo da je

ln |1 + z| = ln |y|+ C,

odakle je
1 +

x

y
= yC1,

pa je
x+ y

y2
= C1 jedan prvi integral sistema.

Daǉe, iz
dx− 2 dy

2x+ y − 2x
=

d(x− 2y)

y
=

dz

yz
⇔ d(x− 2y) =

dz

z

integraǉeǌem dobijamo x− 2y = ln |z|+ C2, odnosno imamo prvi integral sistema

x− 2y − ln |z| = C2.

Dobijena dva prva integrala su me�usobno nezavisna (jedan zavisi, a drugi ne zavisi
od z), pa predstavǉaju rexeǌe sistema.



I kolokvijum 2024/25 - druga grupa

1. Odrediti opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine(
3x2 − tg y

)
dx =

x

cos2 y
dy

2. Odrediti opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine

y′′′ + y′′ + y′ + y = 5 cosx+ sinx.

3. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dx

x2 + xy + y2
=

dy

2x2 + 3y2
=

dz

yz
.

Rexeǌa:

1. Ako zapixemo datu jednaqinu kao

(
3x2 − tg y

)︸ ︷︷ ︸
P (x,y)

dx+

(
− x

cos2 y

)
︸ ︷︷ ︸

Q(x,y)

dy = 0,

tada zbog
∂

∂y
P (x, y) = − 1

cos2 y
=

∂

∂x
Q(x, y)

zakǉuqujemo da je data jednaqina zapravo jednaqina sa totalnim diferencijalom. Iz∫
P (x, y) dx =

∫
(3x2 − tg y) dx = x3 − x tg y

sledi

u(x, y) =

∫
P (x, y) dx+

∫ [
Q(x, y)− ∂

∂y

(∫
P (x, y) dx

)]
dy

= x3 − x tg y +

∫ [
− x

cos2 y
+

x

cos2 y

]
dy = x3 − x tg y,

odakle je opxte rexeǌe date jednaqine dato sa

x3 − x tg y = C.

2. Na osnovu karakteristiqne jednaqine λ3−+λ2+λ+1 = 0 ⇔ (λ+1)(λ2+1) = 0, odakle
je λ1 = −1 i λ2,3 = ±i, dobijamo rexeǌe nehomogene jednaqine koja odgovara polaznoj
jednaqini:

yh = C1e
−x + C2 cosx+ C3 sinx.

Daǉe, na osnovu funkcije f(x) = 5 cosx+sinx dobijamo da je partikularno rexeǌe dato
sa

yp = (A cosx+B sinx)x1.



Diferenciraǌem daǉe dobijamo da je

y′p = (−Ax+B) sinx+ (Bx+A) cosx,

y′′p = (−Bx− 2A) sinx+ (−Ax+ 2B) cosx,

odnosno
y′′′p = (Ax− 3B) sinx+ (−Bx− 3A) cosx.

Zamenom u jednaqinu je odatle

(−2A− 2B) sinx+ (−2A+ 2B) cosx = sinx+ 5 cosx,

pa izjednaqavaǌem koeficijenata dobijamo sistem

−2A −2B = 1
−2A +2B = 5

}
,

odakle je A = −3

2
i B = 1 Dakle, tra�eno partikularno rexeǌe je

yp = x

(
−3

2
cosx+ sinx

)
,

odnosno opxte rexeǌe date jednaqine je

y = yh + yp = C1e
−x + C2 cosx+ C3 sinx+ x

(
−3

2
cosx+ sinx

)
.

3. Najpre, iz

2 dx− dy

2(x2 + xy + y2)− 2x2 − 3y2
=

d(2x− y)

2xy − y2
=

dz

yz
⇔ d(2x− y)

2x− y
=

dz

z

integraǉeǌem dobijamo

ln |2x− y| = ln z + C ⇒ 2x− y = zC1

odakle dobijamo jedan prvi integral sistema:

2x− y

z
= C1.

Daǉe, iz

dx

dy
=

x2 + xy + y2

2x2 + 3y2
=

(
x
y

)2

+ x
y + 1

2
(

x
y

)2

+ 3
,

zakǉuqujemo da se radi o homogenoj jednaqini. Koriste�i smenu z =
x

y
, odakle je

x = yz i x′ = yz′ + z, dobijamo

yz′ + z =
z2 + z + 1

2z2 + 3
,

odakle je

yz′ =
z2 + z + 1

2z2 + 3
− z =

−2z3 + z2 − 2z + 1

2z2 + 3
=

(1− 2z)(z2 + 1)

2z2 + 3



odnosno
dy

y
=

2z2 + 3

(1− 2z)(z2 + 1)
dz.

Integraǉeǌem dobijamo da je

ln |y|+ C =

∫
2z2 + 3

(1− 2z)(z2 + 1)
dz =

∫ (
− 14

5(2z − 1)
+

2z + 1

5(z2 + 1)

)
dz

= −14

5
ln |2z − 1|+ 1

5
ln |z2 + 1|+ 1

5
arctg z

= −7

5
ln

∣∣∣∣2x− y

y

∣∣∣∣+ 1

5
ln

∣∣∣∣x2 + y2

y2

∣∣∣∣+ 1

5
arctg

(
x

y

)
= −7

5
ln |2x− y|+ 1

5
ln |x2 + y2|+ ln |y|+ 1

5
arctg

(
x

y

)
,

odnosno va�i

arctg

(
x

y

)
+ ln

∣∣∣∣ x2 + y2

(2x− y)7

∣∣∣∣ = C2,

xto predstavǉa jox jedan prvi integral sistema. Dobijena dva prva integrala su
me�usobno nezavisna (jedan zavisi, a drugi ne zavisi od z), pa predstavǉaju rexeǌe
sistema.



I kolokvijum 2025/26 - prva grupa

1. Za diferencijalnu jednaqinu

(1 + 2x cos y) dx+ x tg y dy = 0.

odrediti integracioni faktor oblika λ(y), a zatim rexiti jednaqinu.

2. Odrediti opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine

y′′(y2 − 1) = 2y(y′)2.

3. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dx

x(y2 − z2)
=

dy

−y(x2 + z2)
=

dz

z(x2 + y2)
.

Rexeǌa:

1. Navedeno je da je integracioni faktor u obliku λ(y), pa da bi dobijena diferenci-
jalna jednaqina bila jednaqina sa totalnim diferencijalom, onda mora biti ispuǌeno

((1 + 2x cos y)λ(y))
′
y = ((x tg y)λ(y))

′
x,

odakle je

− 2x sin y · λ(y) + (1 + 2x cos y) · λ′(y) = tg y · λ(y)
⇔ (1 + 2x cos y) · λ′(y) = (tg y + 2x sin y) · λ(y)

⇔((((((
(1 + 2x cos y)

dλ

dy
= tg y ·((((((

(1 + 2x cos y)λ(y)

⇒ dλ

λ
= tg y dy.

Integracijom daǉe dobijamo da je

ln |λ| =
∫

tg y dy =

∫
sin y

cos y
dy = − ln | cos y|+ C1 = ln

∣∣∣∣ 1

cos y

∣∣∣∣+ C1,

pa za integracioni faktor mo�emo uzeti partikularno rexeǌe

λ(y) =
1

cos y
.

Poxto je∫
P dx =

∫
(1 + 2x cos y) · 1

cos y
dx =

∫ (
1

cos y
+ 2x

)
dx =

x

cos y
+ x2 + C1,

to je daǉe

u(x, y) =

∫
P dx+

∫ [
Q− ∂

∂y

∫
P dx

]
dy

=
x

cos y
+ x2 +

∫ [
x sin y

cos2 y
− ∂

∂y

(
x

cos y
+ x2

)]
dy

=
x

cos y
+ x2 +

∫ [
x sin y

cos2 y
− x sin y

cos2 y

]
dy =

x

cos y
+ x2 + C2.



Dakle, opxte rexeǌe polazne jednaqine je dato sa
x

cos y
+ x2 = C.

2. Poxto se u samoj jednaqini ne pojavǉuje promenǉiva x, uvex�emo smenu z(y) = y′,
odakle je y′′ = z′y · z. Tada je

z′y · z · (y2 − 1) = 2y · z2 ⇒ z′y(y
2 − 1) = 2yz ⇒ dz

z
=

2y dy

y2 − 1
.

Integraǉeǌem obe strane jednostavno dobijamo da je

ln |z| = ln |y2 − 1|+ C,

odnosno
z = C1(y

2 − 1).

Vra�aǌem smene, daǉe je

y′ = C1(y
2 − 1) ⇒ dy

y2 − 1
= C1 dx.

Jox jednim integraǉeǌem dobijamo da je

1

2
ln

∣∣∣∣y − 1

y + 1

∣∣∣∣ = C1x+ C2,

xto predstavǉa opxte rexeǌe date jednaqine.

3. Vidimo prvo da je

xdx+ y dy

x2(y2 − z2)− y2(x2 + z2)
=

dz

z(x2 + y2)

⇔
1
2 d(x

2 + y2)

−z2(x2 + y2)
=

dz

z(x2 + y2)

⇔ d(x2 + y2) = −2z dz

/∫
odakle sledi da je x2 + y2 = −z2 + C1, te imamo jedan prvi integral,

(2) x2 + y2 + z2 = C1.

Daǉe, va�i
1

x
dx− 1

y
dy

(y2 − z2)− (−(x2 + z2))
=

dz

z(x2 + y2)
,

odnosno
d(ln |x|)− d(ln |y|)

x2 + y2
=

dz

z(x2 + y2)
,

odakle je

d

(
ln

∣∣∣∣xy
∣∣∣∣) =

dz

z
.

Sada dobijamo da je ln |x/y| = ln |z|+ C, odnosno imamo prvi integral

(3)
yz

x
= C2.

Jasno je da su prvi integrali (2) i (3) nezavisni, pa predstavǉaju rexeǌe datog sis-
tema.



I kolokvijum 2025/26 - druga grupa

1. Odrediti opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine

(x y′ + 2 y) cos2 x = 2x
√
y.

2. Odrediti opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine

y′′ − 3 y′ + 2 y = 6 ex
(
x2 − x

)
.

3. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dx

x(z − y)
=

dy

y(y − x)
=

dz

y2 − xz
.

Rexeǌa:

1. Iz jednaqine dobijamo da je

y′ +
2y

x
=

2

cos2 x

√
y,

xto je Bernulijeva jednaqina za α = 1
2 . Ako uvedemo standardnu smenu z = y1/2 jedno-

stavno �emo dobiti linearnu diferencijalnu jednaqinu

z′ +
1

x
· z =

1

cos2 x
.

Imaju�i u vidu da je
∫

1

x
dx = ln |x|+ C1, imamo da je

z(x) =
1

x

(
C +

∫
x

cos2 x
dx

)
=

⌈
u = x dv =

dx

cos2 x
du = dx v = tg x

⌋

=
1

x

(
C + x tg x−

∫
tg xdx

)
=

1

x

(
C + x tg x+

∫
− sinx

cosx
dx

)
=

1

x
(C + x tg x+ ln | cosx|) = C

x
+ tg x+

ln | cosx|
x

.

Sada je jasno da je opxte rexeǌe polazne jednaqine dato sa

√
y =

C

x
+ tg x+

ln | cosx|
x

.

2. Odredimo najpre opxte rexeǌe odgovaraju�e homogene jednaqine y′′ − 3y′ + 2y = 0.
Rexeǌa karakteristiqne jednaqine λ2−3λ+2 = 0 su λ1 = 1 i λ2 = 2, pa je opxte rexeǌe
homogenog dela dato sa

(4) yh = C1e
x + C2e

2x.



Iz funkcije f(x) = 6ex(x2−x) vidimo da nas interesuje vixestrukost broja 1+0i = 1 kao
nule karakteristiqne jednaqine. Poxto je to jednostruka nula, to �emo partikularno
rexeǌe tra�iti u obliku

yp = x1ex
(
Ax2 +Bx+ C

)
=

(
Ax3 +Bx2 + C

)
ex.

Nakon dvostrukog diferenciraǌa i grupisaǌa qlanova dobijamo da je

y′p =
(
Ax3 + (3A+B)x2 + (2B + C)x+ C

)
ex,

odnosno
y′′p =

(
Ax3 + (6A+B)x2 + (6A+ 4B + C)x+ 2B + 2C

)
ex.

Zamenom yp, y
′
p i y′′p u datu jednaqinu dobijamo da je

(6x2 − 6x)ex = y′′p − 3y′p + 2yp =
(
−3Ax2 + (6A− 2B)x+ 2B − C

)
ex,

odakle imamo jednostavan sistem

−3A = 6
6A −2B =−6

2B −C = 0

 ,

qije je rexeǌe (A,B,C) = (−2,−3,−6). Daǉe sledi da je partikularno rexeǌe

(5) yp = (−2x3 − 3x2 − 6x)ex,

pa iz (4) i (5) sledi da je opxte rexeǌe poqetne nehomogene jednaqine

y = yh + yp = C1e
x + C2e

2x −
(
2x3 + 3x2 + 6x

)
ex.

3. Najpre, imamo da je ispuǌeno

dy − dx

y2 − xy − xz + xy
=

dz

y2 − xz
,

odnosno
d(y − x)

y2 − xz
=

dz

y2 − xz
,

odakle sledi
d(y − x) = dz.

Integracijom jednostavno dobijamo prvi integral:

(6) y − x− z = C1.

Daǉe, razmotrimo slede�u kombinaciju:

z dy − y dz

(y2 − xy)z − (y2 − xz)y
=

dx

x(z − y)
.

Sre�ivaǌem imenioca dobijamo

z dy − y dz

y2(z − y)
=

dx

x(z − y)
,



xto se posle daǉeg sre�ivaǌa zapisuje kao

− d

(
z

y

)
= d(ln |x|).

Integracijom daǉe sledi −z

y
= ln |x|+ C2, odnosno imamo jox jedan prvi integral

(7) ln |x|+ z

y
= C2.

Jasno je da su prvi integrali (6) i (7) nezavisni, pa predstavǉaju rexeǌe datog sis-
tema.


