Ilndpepennujase jemHaumHe IIPBOT pena

Omninre ¥ CUHTYJIAPHO pelieme

Y macrasry he mam y = y(x) upencrasmaru peasny QYHKIU]y peajHe IPOMEHJUBE T, U H-EHE U3BOIE
(mo m-Tor pema) hemo crammammo osmauasarm: y =y (z), v = y"(x),..., y™ =y (x).

Jemunaumny obauka
F(l‘7 y7 y/7 AR y(n)> = 0

HA3UBAMO OU(EPEHOJATHOM jeTHAUWHOM N-TOT Pela, a HEHO OMINTE DEIICHe TPAKUMO y OBIUKY
(10(',1"7 Y, 017 ceey Cn) = 07

rue cy Cq,...,C, Heke peajiHe KOHCTAHTE. 34 KOHKPETHE BPENHOCTU TUX KOHCTAHTU HOOMjaMO HEKO O
HapTUKYJIAPDHUX Delenha naTe jeJHAYNHE. Y KOJIUKO MMaMO pelleme TuepeHIrjaiHe je iHaunHe KOje
ce He MOKe HOOUTU W3 OMmIITer peliema HU 3a jemaH m3bop koucrantu (1, ...,C),, Taza TAKBO PEIIEHE
HA3UBAMO CUN2YAAPHUM.

3a n = 1 umamo nudepenimjanny jemuauuny npsor pena F(x,y,y’) = 0 u meno pememe he Guru
obnura @(z,y,C) = 0. Heran je moryhe (u 3romso) na ce mupepeHUUjasHA jeAHAUMHA HANWIIE Yy
obnuky y' = f(z,y), Ka0 u WweHO pememe y ekcmUIUTHOM obauky y = ¢ (z, C).

Ipumepn: Ommre pememe mupepeHunujanne jemmauwrde npsor pena y' = 0 je mato ca y = C, C =
const. Heka mapTukymapHa pelema Te jemHadmie ¢y y = 1, y = /2, y = e ura.

Onmre pememe mapepennujaane jemaaunne ' = 5 je y = bz + C, C = const, a HeKa mapTUKyJIapHA
pemema cy y =5+ 1, y =bx +7...

1. Jlokasaru ma je y = 2Cz + C? ommre pememe mudpepenmujanme jemnaumne (y )2 + dry’ = 4y.

Pewemwe. [okasxumo ma y = 20z + C? 3amcra 3am0B0sbaBa AaTy IudepeHNujalny jeaHadnHy: Kako
je y' = 2C, To Baxu

() + 4z’ = (20)? + 42(20) = 4C? + 82C = 4(2Cx + C?) = 4y.

Ilo ne¢urMNUjK, TO jecTe ommTE pelleme jep CAIPKM jeqHYy KOHCTAHTY U 3a0BOJbABA CAMY jeTHAUUHY.

O

2. Ilokazatu ma je v2 = C(y—C), C # 0, ommTe pememe mudepertujaane jeqaaunse z(y' )% —2yy' +4x =
0. ITokazatu ma cy y = 2z u y = —22 CHUHIYJIAapPHA DEUIEHA TE jenHAUNHE.

2z

Pewewe. W3 22 =C(y—C)u C #0 nobujamo na je y = %2 +C, onmakne je y' = &,

vy y mary jemqHauumHy O00OMjaMO O BaiKHd

22\ ° 2 2
x(y)? —2yy + 4z :x<0x> —2(% +C’>Cx +4x
423 473
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te je ca 2 = C(y — C) 3aucTa maTo ommTe pememe naTe AU(EPEHIUjATHE jeqHAUMHE.
Iame, ako je y = 2z, Tama Baxku ¥y = 2, Ia je UCIYyHEHO

2(y)? — 2y + 4z — 2(2)° =22 -2+ da = 0,
OMHOCHO U y = 21 je pememe Aare mupepenmujane jemmaunne, mehyrum ono je cunrymapro. Hauwe,

. . 2 .
He MoCToju BpemHocT koucrante C, Tako ma je & + C = 2z, jep ce paau O TOJIUHOMUMA PA3IUIUTOT
crernena. AHaJIOTHO ce pe3oHyje u 3a y = —2T. O]

Kopucrehnu 3ammuc m3Boma mpeko mudepermmjata, y = dy InpepeHnrjalIga jefHadrnHa OPBOT pelra
p p p ) Y rE) p ] J p p
F(z,y,y") = 0 ce HeRa MOMke 3aIUCATA Uy OOIUKY

P(z,y)dz 4+ Q(z,y)dy = 0.

3. Ilokazatu nma je Inz - lny = C onmre pememe mudepennujanne jennaumue ylnydr +xlnzdy = 0,
¥ OApEeIUTY IAPTUKYJIAPHO Delleme 3a Koje Baxku y(e) = e.

Pewewe.  Bumumo ma je
1 1
ylnydx+xlnxdy—xy<lnydx+lnxdy> =zyd(lnz - lny),
€T Y

na 3akmyuyjemo ma Baxku d(lnz - Iny) = 0, omakmne cnemu na je Inz - lny = C 3ancra ommre pememe
IaTe jeqHadunHe.

Ako 3aMeHUMO yCi0B y(€) = e, ONHOCHO T = e U Yy = e y AaTy jemHaduuHy, nobuhiemMo na je ucmymeHo
Ine-lne = ¢, ogaocuo C' = 1. Ilakise, TpaskeHO MapTUKYJIAPHO pememne je Inx-lny = 1. L]

Jemnauune ca pa3nBojeHUM IIPOMEHJBUBUM

Iupepenmujanny jemmaunny y = f(z)g(y) < % = f(z)dz, g(y) # 0, HAsUBaAMO jedHawUHOM Ca

pa3080je7-tum npomMeHHLUBUM. Pemasamo je TaKO IITO MHTErPaAJINMO obe CTpaHe IIoCJIeoH€ je,Z[HaI{OCTI/IZ
dy

OJHOCHO omiiTe pememe je naro y obaury G(y) — F(z) = C, rue je C = C; — Cy = const, u rue cy G
un F mprMutuBHe QyHENUje QyHKIUja g U f, peaoMm.

X

4. Pemmuty mudepenmujanny jemmaumny (1 + e”)yy = e*.

Pewewe.  Pasnsajamem mpoMmembuBux y jennaunuu (1 + e”)y% = e” mobujamo jenHAYMHY




Axo uHTErpaJuMo JeBy W NeCHy cTpaHy mobmhiemo

2 x
y? _ e _t=14e" | [ dt _ -
2_/ydy_/1+ezdx_[dt:emde_/ ;i C=h+en)+C

Ma AUPEKTHO MOoOWjaMo Ja je OMmTe pememe gaTe mAudepernujagne jemraumde y? = 2In(1 + %) + Cy,
ruoe je Cp = 2C. ]

5. OxpemuTy mapTUKYJIAPHO pememe aupepeHiujanae jennaunte 2y’ = cos(x — y) — cos(x + y) Koje

3amoBosbaBa yciaoB y(0) = 5.

Pewemwe. Onpenumo Hajupe ommTe pemneme: Kopucrehu mo3Hatu TPUTOHOMETPUjCKU UAEHTUTET 34
pPAa3JMKy KOCUHYyCa OO0MjaMo Ja BarKu

dy _ cos(x —y) —cos(x +y) _ —2sin SMIH gip emumemy
@ e 5 = D) =SsSmaxsiny,

oJlaKJie, pa3ABajameM IPOMEH/LUBUX NO0MUjaMo je HAUNHY

- =sinz dz.
siny

Nurerpamemem 0be cTpane uMaMo 13 Bayku

d dt
—cosx+C’:/sinacdx:/ Y =[t=tg¥| :/1‘;2 :/—:ln\ﬂ,
siny i t

OMHOCHO OIIITE pPeIIeHhe I'JIaCH:

(1) cosx+ln‘tg%‘ =C.
Bamenom = 0, y = § y (1), nobujamo na je C' = cos0+1In|tg | = 1, Te je TpameHno mapTuKyIapHO
pemreme: cosz + In|tg 4| = 1.

XomoreHe mudepeHnjaHe jeaHAUNHE

Jennauuny obauka y' = f(%) HA3UBAMO TOMOZEHOM OJufepenyujarnom jednawurom npeoz peda. Taxsy

jemmaunny pemasamo cmesoMm z = ¥, omakne je y = zx, omHocHO ¥y = 2’z + 2.

6. Pemmru mudepennujanny jemnaumny y' = e + ERIE

Peweme. Axo yBememo cmeny z = ¥, omakme je y = zrx m y = z'z + z, nobujamo na je mara
mupepeHIyjalia jeJHAYNHA eKBUBAJICHTHA jeqHauuHu 2’z + 7 = e* + £ + 1, ogsocHO % -x = e* + 1.

Hakon pazaBajama IPOMEHBUBUX U MHTErPAJLEHA MMaMO

dz dz t=¢e* dt 1 1
n ] / T /ez+1 [‘?zdzJ /t(t—|—1) /(t t+1>dt ol —Inft+1]+C,
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OoaKIe je

t+1 41
C=llz|+Injt+1—Injtf|=In z(:)‘ =In Lj) ,
ez
omakie je ommre pememe Cres = x(e% + 1), rae je Cp = e©. ]

7. OnpemuTé mapTHKyJIapHO pememe mudepernujanue jemnaunmse (ry’ — y)arctg 2 = x xoje 3amoso-
sasa yciaos y(1) = 0.

Pewewe.  Habumo npso onmre pememe nare qudepeHnujaite jeqHadune. Aro moienuMo obe crpaxe
ca x nobuheMo HApeIHY XOMOreHY AU(EpPEHNUjaJHY jeTHAUNHY

(y’ - E) arctgg =1
T x

Axo yBememo cMeHy z = %, onakie je y = z'x+z, mobuhemo jenmauuny z'x arctg z = 1, na pasasajamem
IPOMEH/BUBUX TOOUjaMO farctgzdz = f% = In|z| + C. IlpuMeHOM maprmjajHe WHTerpanuje, 3a

u = arctgz u dv = dz, omHocuo du = zfﬁ

tg zdz = zarct ads =2l
arctg zdz = zarctgz 22—|—1_ dt — 922 dz

u v = z, nobujamo:

1 dt
:zarctgz—§ 7—zarctgz—fln\t|
:garctgy—f < >
T T
Y Y
= —arctg = — - —21
—arctg ~ ( n(z? +y?) - 2In|z|)
) Y 2 2
= Zarctg = — (1 1
Y aretg ! 2(n(oc %) +1n o],
OomakJe moOujaMo 1a je OUIITE pEIIeHe JAaTe jeTHadnHe
Y y 1 2 2
2 Zarctg = — —(1 =C.
(2) Larctg Y — 2 (n(z? + 7))

Axo zamenmmvo x = 1uy =0y (2), ,Z[O6I/11’_16MO C = 0-arctg0 — $(In(0% + 1%)) = 0, Te je Tpakeno
napTukynapso pememe £ arctg 2 = 1 (In(z? 4 y?)). ]

8. Omrosapajyhiom cmenom csectu jemuauuny y' = ifg:‘;’ Ha XOMOTEHY, a 3aTUM j€ DEIUTH.

Pewemwe. Yroauko He OumcMo mMmanau —3 u —1 y Opojuony, OTHOCHO MMEHMOIy, Tada OWCMO jen-
HOCTaBHO IOOMIM XOMOreH obiuk nare jenHauumHe. lIpmMenmheMmo jeman Tpuk Tako ma u3ryOuMo Te
6pojeBe. YBemuMmo cMeHy & = 21 + «, Yy = Y1 + [ 3a morogao uzabpane a u (:

dyp _dy _zmta+y+F-3 _ zit+yt+ta+B-3
dzq dz. z+a—-y1—-B-1 z—y1+a—B-1

MoruBanuja mam je ma mszabepemo « u [ Tako ma Baxku o+ 5 =3 u a — [ = 1. Jennocrasuo mobujamo
na je a =2 u f=1. Caga pemaBamMo jeITHAUNHY
dyp  wmi+y 1 =g 1+2

= = <:)> =
dey 21—y 1-4 FrLtz 1—2’




OoaKIe je
dz 14z 1+z—2z4+22 2241
7.1‘1 = — 2 = = 5
dx, 1—2z 1—2z 1—2z
ma pa3aBajameM MPOMEHLUBUX HOOUjaMo

dzy  (1-2)dz

1 2241

day (1-2)dz / dz zdz 1 9
S _fu-Ae 92 P rctgr— -1 1
1 / 22+1 2241 2241 aree Ty n(z"+1),

-1
OOHOCHO BpahameM CMEHA X1 =& — 2 U 2 = %:

y—1 1 y—1\2
1 —2|+C =arctg=—— — =1 1].
nlr—2|+ arctg - — 2n<(x2> + )

Hakon mano cpebuBama mobujaMo omimTe peneme y 0DIuKy

2 arctg i;—; =In((z—2)*+(y—1)?* +C.
O

Hamomena: UVpeja m3 mpomsor 3amaTka He MOpa yBEK na ,yhonaau’ jep MOKe na ce OecHu na He
OCTOje TpaskeHM « W (3, ONHOCHO CUCTEM KOju ce mobuje HeMa pemema. lamga ce 3amaTak MOKE
pemuTu npeko oarosapajyhe cmene z = z(x,y):

IIpumep: Hudepenuujanny jennauuny (z+y+ 1)dz+ (2z+ 2y — 1) dy = 0 Mmoskemo cBecTu Ha 0GIUK

y = —%, U 1a yBeJeMO CMeHy z = ¥ + Y, ofaksne nobujamo jemmaumny 2z’ — 1= —Zt kojy mame

penraBaMO IIO3HATUM MeTOdaMa.

Hexu TunoBu mudepeHnUjaTHUX jeHAUMHA IIPBOT pena

JlnseapHa mudepeHnUjaHa jeqHAUMHA IPBOT pena
Jenna on HAajOCHOBHUjMX Au(EpPEHIUjaTHIX jeTHAYNHA KOjy heMo pasmarpary je obIuKa

(3) Y +p(z)y = q(2).

IIpernocrasumo na je P(x) ¢ymrnmja taxsa ma Baxku P'(x) = p(z). Ako moMmuOMkuMO obe cTpaHe
jemmaunme (3) ca ef'®) umahemo

"y + PO P @)y = gl@)e”,
OJTHOCHO ,
(ery) = ¢(2)eP@,
OJakrJjI€e MMaMO Oa je
eP@y = /q(x)ep(m) dz + C,

OIIHOCHO

y=e F@ (C’ + /q(x)ep(x) dx).



Arko y3memo ma je P(z) = [ p(z)dz, nobuliemo na je pememe mocMarpase jenHadnHe 00IUKA

y(x) = e~ Jp(z)dz <C+ /q(x)efp(as)dx dx).

Ila sy Gu ce pe3yarar pa3iMKOBAO 3a HEKU APyru u3bop ¢ysruuje P(z)?

1. Pemwuru nudepennmjanny jennauuny y' + g 3z.
x

1
Pewewe. Y oBom mpumepy je p(x) = — u g(x) = 3z. Hpumemyjyhiu dpopmyny Kojy cMO u3Beau 3a
x

ONIIITE pellene JUHeapHe Ou(epeHnujaIte jeqHaurnHe IPBOT pena, nobujamo:

y(a)=e"/ zde (C + /3xef 3 de d;p) — ¢~ Inlz| (C’ + 3/x61n\r| dx>

3
i(C+3fz2dx)1<C+3~x> :%erz, x>0,

1 T 3
:<C+3/x|x|dx> =
] 1 ) 1 z? )
——(C-3[z da:)z—; C’—3-§ =—;—|—x,az<0

C
Bumumvo na, momto je C' mpou3BOLHA KOHCTAHTA, A je ONIITe pememe obmmka y(1) = — +12, He3aBuCHO
T

Ol 3HAKA X KO aIllCOJyTHE BPemHOCTH, Te hemo ybOyamyhe y OBaKBMM ciaydajeBUMa PAIUTU CAMO Kao
Ia je Ty y OIUTalmy 3HAK ILIYyC.

2. Pewemwe: OBo pememe he KOPUCTUTM HEIITO ONIITUjy METOMY, MeTomy Heoapebenux ¢yHrmuja.
Uneja meTone je ma Tpaskumo HenosHary ¢yurmujy y(x) y obmuky u(x)v(z), Tme ¢y u u v MOTOIHO
u3abpane pymrnuje. 3a mouerak, 3ameHoM y' = u'v + wv’ y jemHaumHy mobujamMo na BasKU

1 1
(4) vovtuw + —uww=3r & uv+ (v’ + v)u = 3z.
T T

ITomTo Mu mMmamo crobony y Oupamy ¢yHKIUja, 3axTeBahemo na ynas y3 u Oyne jenHax HyJIu:

1 d d d d
V=0 & —— =2 o /f—v:/—x = —Infv|=Inlz| = v =z[""
x v x v x

Y3ehemo na je v =1/x, na hemo 3amenom y (4) mame mobutu na je
/1 / 2
u—+0-u=3rz & u =327,
x

olaKjIe OMpeKkTHOo mobujamo ma je u = x° + C. KoHauHO, pememe HOYTETHE jeIHAYMHE je

C

y(r) = u(x)v(z) = (2* + C)% =22+ >



2. Pemmru mudepernujanny jennauuny y = t

Iny+z—1°
Pewewe.  JacHo je ma oBa jenHauyuHa HUje JIMHEapHA KaJ je IOCMaTpPaMO KAO jeIHAYWHY IO (DYyHKIUjU
y = y(z). Vnak, nmamo
d de _ 1 1 1 my-—1
dv_ vy o de _hyweol oyl oyl
dr Iny+z-1 dy Yy Y v

ONHOCHO [aTa jeJHAUMHA je JMHeapHa YKOJUKO je mocMaTpaMo kKao jemHaunuy no x = z(y). Cana je:

1 Iny —1 1 Iny—1
w(y)zefydy(c+/ nyy efydydy):y(C—l-/ nzz dy)

Iny—1 11 Iny—1 1
:y<C—ny+/-dy>=y(C— 2y —>=Cy—1ny~
y y vy y y

]
sin’ x
3. OmpenuTu MAPTUKYJIAPHO peIleme NU(EpPEHIUjaTHe jenHadnte y' sinx — ycosx = — 5— 3a Koje
T
BayKM rpaHugHu yciaos lim y(z) = 0.
T—r0o0
Pewewe. Hajupe, nememeM jennaumue ca sinx nobujaMo nuHeapHy DU(EPEHNUjATHY jeTHAUNHY:
, cosx sinx
Y -y =5
sinx T
IIomTo je
coszT d(sinz . .-
(— - )dxz— ¥:—1n|s1nx|:1n|smx| L
sinz sinx

TO MMAaMO Ja je OIIIITE PelIene:

. 4 . _ o 1
y(x):eln|smz| C+/ _blnx eln|smm| ldl‘ — sinx C+/ sinx _ Az
z? x? sinx
i —1 : 1 . sin x
:SID$<C+/2d$> :smx(0+> =Csinz + .
T €T T

AHO NCKOPUCTUMO CaJa OaTU YyCJIOB, nmahemo:

0
0= lim y(z) = lim | Csinz + oD )
T—00 T—00 €T

ma KaKo Sinx He KOHBEPTruUpa 3a T — 00, jacHO je ma mopa outu C = 0. Ilakie, TpaKeHO MaPTUKYJIAPHO
. sinx

pememe je y(z) = . ]

x




BepnynujeBa mudepeHmujagHa jetHaUYMHA

Pasmarpahemo mudepennujanuy jenunauuny ciaeneher tuna:

{e%

y' +p()y = q(x)y”,
rae je a € R\ {0,1}. Bugumo na ce y cayuajy ma je « =0 wiu o« = 1 paau o guHEapHOT ArdEepeHnn-

jaJIHOj je IHAUYWHM IPBOT pena, T€ HaM CTOTa THU CJIydajeBU HUCY MHTEPECAHTHU.
Camy jemmaumny heMmo pemaBaTy TAKO IITO HAjIpe yBeIeMO CMeHy z = y'~®. Buaumo na je Tana

7 = (1 - a)y—ay/’

OnaKie je

Y + p(x)y = q(x)y® /'(1 —a)y™*

=1 - )y % + 1 - a)p@)y' ™ = (1 - a)q(z)
ez + (1 - a)p(z)z = (1 - a)q(x),

OJHOCHO CBeJI CMO JaTy JU(epeHIjalHy je IHAUNHY Ha JUHeaPHY IU(PepeHUjalny je THAUNHY IPBOT
pella KOjy 3HaMO Oa PEIMMO.

4. Pemuru mudeperuujanny jenmauuny xy’ +y = y*In .

Pewemwe. Hakon memema jemaumHe ca r 1oOMjaMoO je THAYUHY:

, 1 Inz 4
yt+-oy=—1,
x x

1 Inz
OIHOCHO MMaMoO BeprynujeBy jennauuny koq koje je p(x) = —, g(x) = — u a = 2. ¥YBecxhemo cmeny
x x
z =y'72 = y~! monm ycmosom ga je y # 0. Omarme je y = 2z~ !, ommocuo y' = —z 22'. 3amenoMm y
jemHavuHy Mo0OujaMo:
1 Inz
—2 % = 72,
x x

HakoH mITO MOMHOKUMO jemHAuUWHY ca —z2, mobuhemo jureapHy jemmaumuy mo z = z():

, 1 Inx
Z——=——
x x

Iheno pememe je cana nmo GopMynan jeqHOCTABHO

2x)=el w40 — 1n—we*f%d"’”dx =z C - ln—xdm
x x?
1 1 1 1
zx(0+m—/2dx> zx(0+m+) =Cx+Inx+1,
x x r

OJaKIe je
1

T Cr+lnz+1

y()

IIpumernmo na je y = 0 pememe nate nudepeHnrjalne jeIHAYNHE, U TO CUHIYJIAPHO DeEIIehe.

8



2. Pewemwe. 3amaTak ce MO¥ke pemmTu U MeronoMm Heoxpebenux ¢ymrmmja: Aro je y(x) = u(z)v(x),
Tamga UMaMo a je jeTHAUYMHA €KBUBAJCHTHA Ca

1 Inz 1 Inz
wo+u + —uww = —u? o o+ [ v+ S Ju= —=uZl
T T T T
Ako 3axTeBamo ma je v’ + 2 =0, ka0 u y 2. pememy HOPBOT 3aJaTKa KOJ JUHEADHUX MUA(PEPEeHIN]aTHIX
jemHaumHa, MOkeMo y3etu na je v = 1/x. Omarie nobujamo

1, Inz 4, 1 du Inz du Inx
== & —=—dz & — = [ —d=.
T T 2 u? 2 u? 2

Kao m y mpBoMm pememny nmamo ma je

mr 1 _ flhe, [d_ 1. .
T x x2 u? U

oaKJe OTUPEKTHO mobujamMo ma je

() -
u(r) = —,
Cr+lnzx+1
a caMUM TUM U )
z) =u(z)v(r) = =—F—.
y(x) (z)v(z) Cr+lnzx+1
]
5. Pemuru mupepernujanny jemmauuny y’ + 2zy = 223y°.
Peweme. Y oBom cayuajy mmamo ma je p(z) = 2x um q(z) = 22°, u a = 3. YBobemem cmene
z=y'3 =y72 3ay+£0, nobujamo ma je y = z~/2, ommocro y' = —127%/22', omakune je name
1 s, _1 3 _3
_52 22" + 22272 =272 2.
MuoskemeM jeqHadunne ca —22%, nobujaMo nuHeaApHY AU(PEPEHIUjaTIHy jeTHAYNHY
2 —dxz = —423,
yyje je pememe
_ J4zdx 3\ ,— [4dzdx _ 227 3 —2z?2
z(z)=e C+ [ (—42°)e dz ) =e C+ | —4z’e dz
[ t==22% | g 1 : g2 1.,
_{dtz—élxdacJ_e C—§ te'dt | =e C—g(te—e)
1 1
— 2 <C’ — 5672302(*2:62 - 1)> =Ce?” 4 2% ¢ 3
HupekTHO caemu ma je OUIITe pelemne MOYeTHE jemHadrHe AaTo Ca
1
yHa) = ————.
Ce22? 4 z2 + 3
IIpumernmo jom ma je y = 0 CHHIyJIapHO penieme naTe jeqHadnHE. ]



6. Pemuru mudepernujanny jenmaunny y'x’siny + 2y = xy’.

Pewewe.  Hajupe, BuamMo na je maTa jeIHAYWHA €KBUBAJIEHTHA Ca

y'(2°siny — x) = =2y,
OJaKIe je

2y
) —
yie) = x —adsiny’

OJHOCHO, 3a ¥y # 0,

3 . .
, T —2’siny , 1 siny 4
=7 & - —r=- P,
' (y) 2 vt o
mro je BepuynujeBa jemnaumua 3a o = 3. Hakon yBobema cmene z = 2173 = 272, onakie je x = 2~ /2
u 2’ = —1273/22', no6ujamo
sy 1 Sy g o, 1 Siny
2 2y 2y Yy Y
Ilocnenma nuHeapHa muepeHnUjaIHa jeAHAUYNHA CE CaAa jeJHOCTABHO DEIIaBa:
si 1 si
2(y) :ef;dy<c_|_/myef!1,dydy) _ <C’—|—/ my -ydy)
Y Y Y
1 . 1
=—(C+ [ sinydy ) = —(C —cosy),
Y Y
OAKJIE je ONIIITE pelleHhe INOUYEeTHE jeTHAUYNHE
2 Y
v ) = C —cosy’
]

JempaumHa ca ToraJgHUM mUQEpEeHITjaioM

Jemunaumny obauka

(5) P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0

HA3UBAMO jeTHAYMHOM Ca TOTAJIHUM IU(EPEHIN)AJIOM YKOJIMKO je UCIYyHEH yCIOB P; = Q. Nneja je
na oxpenumo ¢pyurnujy u = u(z,y) raksy xa je du = Pdz + Qdy, omrocuo

(6) uy, dz 4 u, dy = Pdz + Qdy,

jep 6um Tama (5) 6uno exsumBasentHo ca du = 0, omakie Ou ommTe pemene nare MU(epPEHIN]aHe
jemnaumne 6uno onpeheno ca u(x,y) = C.

Bumuvo na he (6) 6utm ucmymeno ykommko Baxu u,(z,y) = P(r,y) u uy(r,y) = Q(z,y). Bumamo na
u3 IpBE OX TUX Be3a CJIenu Oa je

@ w(z, ) = / P(z,y)dz + C@),
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rae je C(y) ¢yHrmmja mo mpoMenmuBoj Y, kK0jy hemo ompemutu m3 ycmosa u, = Q:

o ([ Pema+cw) = )
& a% /P(:E,y) dz + C'(y) = Q(z,y)
5C') = Q) - 5 [ Play)da,
18, Tiemo yaern aa, je
cw) = [ |ewn - 5 [P
Bamenom y (7) noGujamMo xoHAUHO ma je

®) zmm/P@wM+/kmw;/mnwﬂdy

Morsau cMo ma pammMo U APYTUM penocienoM (IPBO UCKOPUCTUMO Ja je u, = @), ma GucMo Tana 3a

0
$yurnujy u nobumu na je u= [Qdy + [ [P = 8dey] dz.
z
7. Pemuru mupepernujanny jemmaunny (3x2 + 6xy?) dr + (62%y + 4y°)dy = 0.

Pewemwe. Y osom 3amatky je P(z,y) = 322 + 6zy? u Q = 62%y + 4y3. Tlomro je
Py =12xy = Q,

TO je OBO jeQHAUMHA Ca TOTAJHUAM AudepeHnujaioM, duje je pememe u(x,y) = C, rue je u maro ca (8).
Hajupe, umamo na je

/P(x, y)dz = /(39:2 + 62y?) dr = 2% + 322y,
OaKIe je
u(z,y) = 23 + 322y + / [6x2y +4y® — (2 + 3x2y2);] dy
— 3 4 32%? +/4y3 dy = 2% + 30292 + .
Ilakyne, onmTe pememe nate AUpepeHNUjaTHe jeTHAUYNHE je NaTo ca

23+ 323 + oyt = C.

. . Yy z
8. Pe epe a eHa e dz = + —e¥ ) dy.
MUTA OU(PEPEHIN]ATHY jeTHAYNHY (sc2 e y> ae (:r 214 e ) Y
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Pewewe.  IHaty jemgHaumHy MOKEMO 3aIUCATUA Y €KBUBAJEHTHOM ODIUKY

Y T 1 _
<M—y)dx—(x+x2+y2—e“’>dy—0

. Y _ x
Axo je P(x,y) = R —yu Qz,y) =—x— PR + €Y, Tana us
P’( ) 22 +y? — 22 22— y?
xT = — — —_ -
y\ oY (22 + 12)2 (22 + 12)2 )
OJHOCHO
O (ey) X 22 442 — 222 , y? — 22
x, E S S ——— Ny . A
2\ Y (22 1 42)? (22 1 42)?
OUPEKTHO CJeIUu na je sz = ;, OIHOCHO PaIM Ce O jeAHAUMHU Ca TOTAJHUM audepeHnujasom. Baxun

Y 1 T T
P(z,y)dz = —_ — dzr =y - —arctg — — xy = arctg — — xy.
/(y) /<x2+y2 y) yy g, g, =y

Nmajyhu y Buay na je

0 x ! x y? —x
_— P d g t—— = —_— . —_ = —
sl o) = (e =) () ==

TO je

x T x

u(x,y) = arctg — — zy + —r— ———- — €Y+ +ax| d
(z,9) g, /[ 21 PO y
x T
= arctg — —xy+/eydy = arctg — — xy + €Y,
Y Yy
. T )
Te je, KOHAUYHO, OIIITE pememe naTo ca arctg — — axy + e¥ = C. ]
Y

Nuarerpamuonu ¢axrop

Y cayuajeBuMa Kaga MMAaMO jeTHAYUHY OOJIUKA

P(z,y)dz 4+ Q(z,y)dy = 0,

a IPUTOM HE BayKU PZ; = Q',, cTBap MOMe CIIACUTU TAKO3BAHU MHTerpamuonu paxkrop. To je dpyHKmMja
A= \(z,y) TakBa ma je jenHauuHa

Mz, y)P(z,y)dz + Az, y)Q(z,y)dy =0
jemHaumHa ca ToTajmHuMM mudepennujasoMm. Jlakme, Tpeba ma oxpenrMo Ty (QYHKIUjY A U3 yCIOBa
(AP), = (\Q),. Taj sanarak muje ysek jemsocrasam, amu he y szananmuma obuuno GuTm jemma on
curyamuja rae je A = A(x) mim A = A(y).
9. 3a mudepeHnujaaHy jeIHAYNHY
(zsiny + ycosy)dz + (zcosy — ysiny)dy =0

OIpPENUTH MHTErPANOHN GakrTop 06amka A(Z), & 3aTUM DEIUTH jeIHAUNHY.
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Pewewe.  WNurerpanmonu ¢arxrop oxpebhyjemo u3

(A\(@)(zsiny + ycosy)), = (A(w)(z cosy — ysiny)),,

OJaKie je
Ax)(xcosy + cosy — ysiny) = N (z)(zcosy — ysiny) + \(z) cos y,
OZIHOCHO
Mz)(zcosy — ysiny) = N (z)(xcosy — ysiny).
Cana u3

d\ dX

L= = ZL=dz/] = mr=2

dx A

nobujamo ga je A(xz) = e*. Cama Kax cMO OAPEIUIN WHTEIPALUOHN (PAKTOD, PEMIABAMO HOBU IPOGJIEM:
e”(zsiny 4+ ycosy) dx + e*(xcosy — ysiny)dy = 0,

mTO je cama jeNHaUMHA Ca TOTAJHUM mudepenuujaioM, y3 P(x,y) = e*(zsiny + ycosy) n Q(z,y) =
e*(xcosy — ysiny). Baxu

/P(x,y) dx = /ex(xsiny—f—ycosy) da = siny/xe”“’ dx —&—ycosy/eJJ dx
=siny(xze® — e”) + ycosye” = ((x — 1) siny + ycosy)e”.
Hame je
(((x — 1) siny + ycosy)e‘"”); = ((z —1)cosy + cosy — ysiny)e” = (xcosy — ysiny)e”,
oIaKJe ce jeQHOCTaBHO nobuja na je omcre pememse u(z,y) = C, rue je

u(z,y) = ((x — 1) siny + ycosy)e”.

10. 3a gu¢pepeHIujalIHy jeTHAdnHY

2zy Iny dx + (ac2 +3Vy2 + 1) dy =0

OIPENUTY MHTErPANMOHN (GakrTop 06amka A(y), a 3aTUM DEMIUTH jeTHAYUHY.

Pewewe.  Uurerpammonu ¢paxrop hemo onpebumBaru mu3 yciosa

i
9
x

(2zyny - M), = (@ + 52V +1) - Aw))
OJHOCHO

2z(Iny + DA(y) + zylny)N (y) = 22\ (y)
& 2rlny - AMy) + 2xylny - N (y) = 0,

omarJIe mooujamo
Ay dX d
/\/(y):*g = y/f;‘hllyl = —Inlyl,
y A y
13



. 1 . .
na hemo yzetu ma je A\(y) = —. MHO:KemeM mouveTHe jenHaunHe noOUjeHNM WHTErPAIMOHNM (GaKTOPOM,

nobujaMo jeHAYWHY Ca TOTAJHUM AU(PEPEHIN]aTOM:
2
2z Inydzr + (33 +yvy? + 1) dy =0
Y

TTomTo je
/P(x,y)dx = /Qxlnydx =2%1ny,

TO je pememe mate jemmauune u(z,y) = C, roe je
22
u(z,y) = 2 1ny+/ IR A4 R G 1111/);] dy

1
:x21ny—|—/y\/y2 +1dy =2’lny + g(y2—|—1)3/2.

]
Iludpepennujanne jeqHauwmee 1-TOT pena
ITudepennmjaine jemHaumHe KOjuMa ce MOsKe CHU3UTY pef
Pernm cMo za je ommTy o6IuE mudepeHnmjatte jeHaunae n-Tor peqa gar ca F(z, g,y ...,y™) = 0.
Y HeKuM mpuMepuMa je MOoryhie CHU3UTHU el TAKBE jeIHAYUHE, IPE CBETra HEKOM ITOTOIHOM CMEHOM.
YKOIUKO ce, HA IpUMep, y jeJHAYMHN yOIIITe He Hajase ¢pymHKmuje ¥,y , ...,y !, 3a mexo k < n, Taza
je oumrmena m3Gop cmeme z(z) = y*)(z). Tazma je y**tD = 2/(x),...,y™ = 2(»=*) e nobujamo moBY
jemmaumny obmuka F(z,z, ..., 2" %) = 0.
1. Pemutu madepenmmjanny jemnaumny vy’ + vy’ — 2?2 = 0.
Pewemwe. IIpumeTnmo nma ce y jeAHAUYMHN HUTE HE IOjaBJbyje HEMO3HATa (YHKOUja Y, Ha MOXKEMO

yBectu cmeny z(x) =3’ (z). Tume mobujamo jenHaduny
v +z—22=0 & 2 +z/v=ux,

IITO je JWHeapHa DU(epeHnujaIHa jenHadymHa IPBOr pena. Ibeno pememe je:

C dx 2
z(ac)efim<6’1+/xef"£dx> 1(Cl+/x2dx> :g+m—.
T T 3

Kana spaTtumo cmeny z = 1/, nobujamo ma je
Yy Y ) J

+ 5
T 3
OJHOCHO MHTErpaJLelmhEeM, HaJIa3uMO Oa je OIIIITO pelIeme

C 2 3
y(x)—/<;+a;)>dx—011n|x+3;+Cz.

’ Cl LL‘Q
¥y ="

14



/
2. Pemwuru mudepennujanny jennaunny xy”’ =y’ ln LAy
i

Pewewe.  YBobemem cmene z(x) = y'(x) mobujamo jenHauumy

z z. z
22/ =zIn~ & 2 ="In-,
T r  x

IITO je XOMOrHe mnuepeHnujatna jenHaurta. AKO yBenemo cMeny u = —, umaliemo ma je 2’ = u'x + u,
T

OJaKIe je
vz +u=ulnu,

OIHOCHO, pa3aBajameM IIPOMEHJLUBUX,

du dx

ulnu —u T
Kako je

/du:’]}:lnu—lJ: E:lnh}‘—&—C:lanu—l‘—‘rC,
u( v

Inu—1) dv = v

TO mobujamo na je
In|z| =In|lnu— 1|+ C,

OJaKie je
lz| = [Inu —1[e“,

ma, y3 oaroeapajyny cMeHy, MOKEMO IUCATU

U= 6C11+1’

OOHOCHO

2 = geC1e Tt

Konauno, u3 z = 3/ mobujaMo TpakeHO OIINTe pelleHe AaTe jelHadunHe:

=z dv = eCr* 1 4z

u
_ Crz+1 _
)= [ ze dz = Cra+1
y(@) / du = dzx v=2=< (17
1
x601$+1 eClm—i-l d meClm—H €C1z+1 + C
= —_ xr = —_ 2.
o, Cy O 2

O

Y curyanuju na umaMo nuepeHnujaIHy jeIHaunHy y Kojoj oapebyjemo y(x) anu ce y jemmauuHu He
nojaBibyje IPOMEHJLUBA T, MOKEMO KOPUCTUTHU CMeHy z(y) = ¢/, Te ma mocMarpaMo jeQHAUYUHY Y KOjO]
je y mpomenmuBa. Tama hemo mmaru

dy'  dy dy
7 _J _d I _
y(@) dr dy dx %

1 CJIMYHO 3a M3BOJAE BUIIEI peEna.

3. Pemuty mudepennujaany jemnaduny iy’ = (y’)3 + .
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Pewemwe.  IlpumeTuMo ma JaTa jeTHAYMHA UCTyH-aBa OCOODUHY U3 MPETXOMHE MUCKYCHUje, TaKo Ja hemo
yBectu cMmeny z(y) = z =y, onakie 3uamo nxa je y' = z'z, u name

dz

Zi=2342 = =241 = =
22 +1

dy.

Wurerpamemem onariae nobujamo na je arctgz = y + Cp, omnocuo z = tg(y + C1). Axo cama Bpatumo
cmeny, nobuhemo

N dy /sm(y+01) dy = —1In|cos(y + C1)| + Cs.

dz gy+Ch) = @ /tg(y—&—Cl) cos(y + Cq)

HAIIOMEHA: IlpumerrMo ma ce y OBOj jeHAUMHU HE TIOjaBJbyje Y, TAKO & CMO 3a0aTAK MOTJIN
paOuTH M CMEHOM M3 IPETXOAHA IBA 3aJaTKA. O

4. OnpemuTu MApTHWKYJIAPHO pememe mudepeHnujagae jemmaumne y’ = e?Y Koje 3aM0BOmaBa yCJIOB
y(0)=0mu ¢'(0) =1.

Pewewe.  YBobemem cmene z(y) =y, nobujamo jenHadumny
Zz=e¥ = zdz=e¥dy,
OJlaKjie UHTEerpajbelmeM nobujaMo ma je

22 eZy /\2 er

Ila e bucmo HemoTpebOHO BykJu KoHCTaHTy (Ci MO Kpaja 3amaTka, MOKEMO Ia je OaMaX OIpPeIrMO
kopucrehn mare mouerne ycaose. 3mamo na 3a v =0 Baku y = 0 n ¢y = 1, ma 3aMEeHOM TUX BPEIHOCTH

Y IpEeTXOMHY jemHaKoCT mobujaMo ma je
0

1 e
-—=—+0C
2 2 ’
omuocuo, C7 = 0. Cana mMmaMo ma BaKu
N2 2y (Y2
(y) =e - (6 ) )
onakie je y' = e¥ unmu y' = —e¥. Mu xenuMo 1a jenHa o TUX ONNuja Oyme UCIyH.eHa Ha IeJOM CKYILy

HA KOM DEMAaBaMo jeIHaunHy, Ia momTo 3uaMo xa je eV >0 u y'(0) =1 > 0, To 3armydyjemMo na Mopa
outu 3y’ = e¥. Ilame je jemHOCTABHO:

3amenom x = 0, y = 0 mobujamo Heno3uary kKoHcTaHTy Co:
0:760+CQ = 02:1,
ma je TpaskeHO MapTUKYJIApHO PEIIeHmhe AaTo Ca

z=1-—¢eY.
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JIuHeapHe XOMoOreHe NuepeHIjaTHe je THAUUHE
Jluneapua mudepeHnUjadHa jeTHAUNHA N-TOT PEAa je jeqHaunHa:
(9) ao(z) - y™ +ay(z) -y Y+ Fan_1(z) Y +an(z) -y = f(z).

Yrouuko je f(z) = 0, oHZa NPETXOMHY jeNHAUMHY HA3MBAMO XOMOTEHOM. Pa3MOTpuMO, 3a HOYeTaK
JINHEAPHY XOMOTEeHY MM(EepeHNUjaHy jeqHAUYNHY IPYror pena:

a(x)y” +b(x)y" + c(z)y = 0.
Axo je y1 = yi1(x) jemHO MAPTUKYJIApHO pENIEHE OBE jeIHAUYMHE, OHIA Ce CMEHOM z(T) = ;—1 MOKe
noOUTH jemHAYMHA KOJO] MOMKEMO CHU3WTH PEXd. 3ancTa, ako je y = z -y, tana je y' = 2'y; + 2y}, Kao
uy"” = 2"y + 22'y] + zyy, omarkmne mobujamo

a(@)(2"y1 + 22"y) + 2y1) + b(@) ("Y1 + 291) + c(z)2y1 = 0,
OMHOCHO TPYNUCAHEM YJIaHOBa y3 2,2 u 2':

2" (a(@)y2) + 2" 2a(2)yy + b(@)y1) + 2 (a(@)yy + b(@)yr + c(x)y1) =0,
=0

ynMme qo0ujaMo jeIHAXIUHY y KOjOj ce He mojaBibyje z:
Z"(a(z)y2) + 7' (2a(z)yy + b(z)y1) = 0,

ma MOYKEMO 14 jOj CHU3UMO DPEJ CMEHOM U = 2.

5. Pemutu madepennujamny jenmaunny (22 — 22)y” + (22 — 2)y’ +2(1 — z)y = 0 aro je y; = €* jemHo
NapTUKYJapHO pelleme AaTe jeqHaunHe.

Pewemwe. 3a nmoveTak, IPOBEPUMO Oa Y1 = e” zaucta jeCTe penieme gare je,I[HaLH/IHeZ

2z —2%)(e")" + (2® — 2)(e") +2(1 —2)e” = (2z — 2 + 2> —2+ 2 — 22)e” = 0.

y .
3a HaJlasKeme ONINTEr pellelma NeMO MCKOPUCTUTU CMEHy z2 = -——, OoHakJe je y = z-e¥, a omarie u
ew
y = (2 + z)e®, ommocno y” = (2" + 22’ + 2)e*. Bamenom y mary jemHaumny mobmjamo
(22 — 2?)2" — (2? — 4o +2)2' =0,
IITO je jeqHauMHAa KOjO] MOMKEMO CIyCTUTHU PeI CMEHOM U = 2, uMMe mOJIa3uMO [0 jeqHAYNHE
(22 — 2®)u/ = (22 — 4 + 2)u,
OIHOCHO, Pa3ABajamheM MPOMEHJLUBUX
du 22 —4x+2
_— = 72 dl’.
U 2r —x
NaTterpamemem name nodujamo

2 dx+2 22 2—1)—
ln|u|:/7x s dx:/(w 2) +£ DT gy
2r —x (2 — )

1 1
:/(—1—|—+)dx:—x+lnx|—|—lnx—2|+0,
r x—2
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OOHOCHO
u

z(x — 2)

Tume cmo nobunu ma je 2/ = Cre (2% — 2), onakie je

u —x
‘——CE"‘C = m—e C].

In

9 _
. w2 o u=ax°—2x dv=e""dx
z(x)fCl/e (x Qx)dx[du:(Zx—Q)dx v:—e_xJ

_ s 9 o _|u=2x—-2 dv=e"dx
_C’1<—e (x —2x)—|—/(2x—2)e d$)_{du:2dx o

V= —e€

=0 (—e_””(ﬂc2 —2z)—e (22 —2)+ /26_96 dx)
=-C; (e_m (332 —2x+2x — 2+ 2) + C’) = —Cie %2 + O
Konauno, Bpahajyhu ce Ha mouerny cMmeny, mobujaMo ma je TpayKeHO OIIINTE PEeIleHe:
y(x) = —Cra% + Cae®.
]

HATIOMEHA: Axo cy y; u y2 ABa He3aBUCHA peIlema XOMOIEHe JMHeapHe Mu(epeHIujaTHe je-
HaUMHE APYTOT pena, Tana je ommre pememe Te jenanumue y = Cy1y; + Coys. Moskemo yTBpauTu na
je y mpeTXoIHOM 3aMaTKy Yo = T2 3alCTa pememe jeqHaunHe. AHAJOraH 3aK/bYUYak BAKUA U Y CIydajy
jeoHAYWHA BUIIET pena.

6. Pemmtu mudepenunjanny jemuaumuy (z — 1)y’ + (4o — 5)y’ + (4o — 6)y = 0 ako je jemuo pememe
obauka y; = e?*, a € R.

Pewemwe. Onmpemuvo Hajupe a m3 OONMKa MAPTUKYJIAPHOT pemema: Y BpImTameM y; = e y] = ae™
u y) = a?e? y jemmauuny mo6ujamo

(x — 1)a?e™ + (4r — 5)ae™® + (4x — 6)e™” = 0,

OJIHOCHO

(a® 4+ 4a + 4)x — (a® + 5a + 6) = 0.
OmnaBne ciemu na mMopa 6urn a’+4a+4 = a2 +5a+6 = 0, mTo noBaaun 1a je a = —2. Ilakie, y; = e 27,
na Hemo 3a pemaBame maTe jeNHAUMHE KOPUCTUTH CMEHY y = ze 2%. 3aMeHOM y jemHaumHy, mMajyhu

20y oy = (2 — 42" + 42)e~?*, makon kpaher pauyna mobujamo

y Buny y' = (2 — 2z)e
(x—1)2" =2 =0.
Iame moeMo cTaEmapIHO: % = 2z’ Ia Pa3mBOjUMO IMPOMEHJLUBE:

d d
(- =u = Tu:m—xl'

d d
/7“:/ oo In|ul =Injz — 1|+ C,
u z—1

omarie caema 2’ =u = Ci(x —1). Cana je

Nurerpamemem nobujamo:

_1\2
z:/Cl(x—l)dx:Clg—i—C’g?
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na je omaBne pemieme moderHe jenHaumue (y3 moaupuranujy xoucrante Cp):

y(z) = (Ci(z —1)* + Cy)e .

Jluseapue xoMoreHe nuepeHIMjaIHE jeqHAUMHE Ca KOHCTAHTHUM KOe(pUIjeHTIMA
Ilndepennujansa jeHaYNHA N-TOT OOIUKA
(10) ag - y™ +ar -yt tan gy +an -y =0,

Ipy 4eMy je ag,ai,...,0n—1,0y € R Ha3UBaA ce auneapHoM ToMoOzenoM Ouf. jeonavurom n-moe peda ca
KOMCMAHMMHUM KO EPUYUIEHMUMA.

Jemnaunnan (10) mpuapyKyjeMo meHy Kapakmepucmuyuny jeonauuny
(1].) ao)\"—i—al)\"_l +~-~+an,1)\—|—an :0,

IpU UeMy Ce caM MOJUHOM W3 Te jeTHAUMHE HA3UBA KaPAKTEPUCTUUYHUM MOJIUHOMOM. JacHO je na
Ta jeoHAUMHA WUMa N pellelha Koja NeMo 03HAUUTU Ca Af,...,A,. CBako o1 TUX pellemha TeHEPUIIe
jemHo pemmeme Y1, ..., Y, HodeTHe mudepennrjanne jennaunae. OBa pemema cy mehycobuo HezaBucHA,
u ommre pememne je maro ca y(x) = Cryi(z) + - + Cryn(z). Paszmuryjemo cuenehe cayuajese 3a
pemewma jenaunse (11):

1. \; je jemHocTpyko pememe jennaumue (11): Tama ono remepuine pememe j-ue (10) obamka y; =
Aix
e,

2. )\; je BumecTpyko pememe Bumectpykoctu k: Tana je ca \; reHepucano k HE3aBUCHUX DELICHA
jemmaumme (10) obmmka y; = €M7, y;11 = xeM .., Yipp_1 = zFLeMT,

3. A\ u A\iy1 Cy JeOHOCTDYKa, KOHjyrOBaHO KOMIUIEKCHA pemema: Ako je \; = a + bi (omHOCHO
Ait1 = a — bi), onma cy mepunHucaHa nBa pemema jemuauuue (10) obnura y; = e cosbxr u
Yi+1 = e sinbz.

4. Y cayvajy KOMIIEKCHUX PEeIlema BUMIEeCTPYKocTu Behe ox 1, MOKEMO TPEMOCTABUTH Oa je A1 =

o= A =a+bi, 1 Agp1 =+ = Ao, = a — bi. Taga nmamo 2k He3aBUCHUX pelIeHma jeIHAYNHE
(10) woja cy mara ca y; = e*®cosbr, ..., yp = ¥ e cosbr, omHOCHO Yri1 = €@ sinbzx, ...,
Yor, = xF1e® sin ba.

7. Pemwuru mudepenmmjanny jemuauuny y' — 4y’ + 3y = 0.

Pewewe. KaparkrepucTruna jemHadmHa KOja OArCOBapa HATO] NU(PEPEHIN)jaTHO] jeTHAYNHU je
A —4\+3=0,
umja cy pemema A\; = 1 u Ay = 3, ma je OmmTe peleme MOYeTHE jeqHAUNHE

y(x) = Cre” + Coe®™.
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8. Pemurtu mudepennmjanny jemmauwmny y”’ —y' = 0, a 3aTum mahu MapTUKyJIApHO pemIeme 3a KOje
saskm y(0) =0, y'(0) = -1, y"(0) = 1.

Pewewe. U3 kapakTepucTuyuHe jenHadmnHe
M_A=0 & A -1)=0
nobujamo Hysne A\; =0, Ay = —1 u A3 = 1, omarse mo0ujaMo OWIITE PEIICHE jeTHAUNHE
y(x) = C1e" + Coe™ + Cze™ ™.
YBpmrajyhu nmouerne ycjaoBe, uMajyhu y Buay ma je
y'(z) = Coe®™ — Cze™ ",
y'(z) = Coe® + C3e™",
I00UjaMO CUCTEM

Ci+Cy+C5=0
Cy—Cy=—1
02+C3:17

unje je pememe (Cq,Cq,C3) = (—1,0,1). dakiue, Tpazeno pememe garor Komujesor npobiema je:

ylz) = -1+ ".

]
9. Pemuty mudepennujanny jemuauuny y”’ —y” —y' +y = 0.
Pewewe.  Kaparrepuctuuna jemnadumna je
Mo -A+1=0 & MPOA-1)-\A-1)=0
s M- -1)=0 & (A+DA-1)*=0,
OJaKJIe MMaMO jelHy jeTHOCTPYKY HyTy A1 = —1 U jemHy MBOCTPYKY HyJIy A2z = 1. Cammm Tum, onmre
pelleme naTe jeTHAUNHE je
y(x) = Cre™" + Cae” + Csze®.
]

"

10. Pemmru mudepeHnujanty jerHadnsy y@® 42" — 2 —y =0.
Pewewe.  3a KapakTepUCTUYHY jeqHAUMHY KOja OArOBapa OATOj jeqHAYUNHU,
My2X3—2202 -2 =0 & M -14+2X\-1)=0
S MDD+ D+22N-1)=0 & A=\ +1+2)0)=0
s A-DA+DA+1)?=0 & A=)\ +1)3=0,
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BUIVMMO [a MMa jelHO jeIHOCTPYKO pememe A\; = 1 U jeIHO TPOCTPYKO pememe Ay 34 = —1. Onmarie
cleny 1a je OWUIITE pelleHe NaTo Ca:

y(x) = Cre® + Coe™™ + Czre™ + Cyre™ .
O

11. OmpemuTy mapTuUKyJIapHO pememe mnupepenmujanne jemmaumue y' + ¢y = 0, Koje 3amoBOLaBa
v(3) =29y (3)=v"(3) =-1

Pewemwe. Ogmpenumo Hajupe ommITe pememe AaTe audepeHunujagne jemnauwmsae: Hyise kaparTepumc-
TUYHE jenHAYNHe
MNid=0 & AMAN+1)=0
cy M =0m Ag 3 ==+¢=0=£14, omakie BUAUMO N4 je TPaKEHO ONINTE PEIleHne NaTO Ca
y(x) = C1 + Cycosx + Cssinx.
TTomre je
y'(z) = —Cysinz + Cscosx
y"(x) = —Cycosx — Cysin,
TO U3 DATWX HOYETHUX yCJOBa HOOMjaMO CUCTEM JUHEADHUX jeTHAUNHA

Cy +C3 = 2
—Chy =-1,
—C3 =-1

omarie je Ch7 = Cy = (3 =1, ma je TpasKeHO NAPTUKYJIAPHO PEUIEHE:

y(z) =14 cosz +sinzx.

12. Pemutu mupepennujanny jemnaumny y”’ — 4y’ + 13y = 0.

Pewewe.  Hymne kapakTepucTUYHE jeTHAUNHE
A2 —4N+13=0,
cy A1 =24 3iu Ay =2 — 3i, ma je ommre pelieme 1aTo ca

y(x) = C1e** cos 3z + Cae*” sin 3.

13. Pemmry mudepernujansy jeqHaunHY y@ + 2y +y=0.

Pewewe. U3 xkapakTepucTUUHe jenHAYNHE
ME2X24+1=0 & (M+1)’=0 & A+i)*A=i)?=0
mobujaMo IBe MBOCTPYKE KOMILIEKCHO-KOHjyTOBaHe HyJe Ao = —i U A3 4 = ¢. OnmaTie ciaemu na je
y(x) = Cycosx 4+ Caxcosx + Cysinx + Cyrsinx

OIIITE pellelmhe naTe jeTHAUNHE. O
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JIluneapHe HeXOMOreHe jemHauwmHe ca KOHCTAHTHUM Koe(puIujeHTUIMAa

Jenmauuna
aoy™ + a1y + - 4 a1y + any = f(2)

HA3UBA CE AUNEAPHA HETOMOZERA UPEP EHYUIANHa JEORAUURA CO KOKCTNAHMHUM KO eHUUUIEHMUMA.
3ajeqHo ca OBOM jemHadymHOM, mocMmaTrpaliemMo m 10j oaroBapajyily XOMOTeHY jeqHAUMHY

a/()y(n) + aly("_l) + -+ anily/ —+ any = 0.

Yromuko je y, = Ciy1 + -+ + Chy, omnmre pememe XOMOICHE, & Y, HEKO HNAPTUKYJIAPHO PEIICHE
HEXOMOT€HE jeTHAUUHE, TaJla je OUIITE PENIEHhe MOJa3He jeJHAUUHE NaTO Ca

Yy=yn+yp =Ciy1 + -+ Cpyn + Yp.

Bunenn cmo y panumjuMm 3amamyMa Kako ce ongpebhyje ommre pememe XOMOT€HE jeIHAYMHE, TaKO M4
HaM je TeRUCTXTe nmpobiemMa y onpebhuBamy mapTUKYJIapHOT PEIICHA.

Merona meonpebenux koedunmjeHara

Yronuko je ¢pyurumja f(r) HApemHOT, CHEnUjaHOT, OOINKA,

(12) f(z) = e [P, (z) cos bx + Qum, (x) sinbz],

rae ¢y P, () u Qm,(z) nonuaoMu crenesa mi 1 mg, PEAOM, Tala je MapPTUKYJIAPHO pellemne 0biuKa
yp = ¥ [P} () cos br + QF, (x) sinbx] ,

npu uemy cy Pk (z) u QF, (z) momuromu crenena m = max{mi,ms}, a k BumectpykocT Kopena a + bi
y KapaKTePUCTUUHO] jemHaunmun ag\” + ai A"~ '+ -+ ap_1 A+ a, = 0.

1. Pemwuru nudepennujanny jemnauuny y” — 2y’ + 2y = e*(2cosx — 4z sinz).

Pewemwe. OnpenuMo HajIpe ONIITE pellele NPUIpYyKeHe XoMorene jemnauune y”’ — 2y’ + 2y = 0O:
M _2X4+2=0 = MNo=1%i,
OJlaKJIe je TPaKeHO PEeIlleHe XOMOreHe jeqHaunHe
yp = Cre” cosz + Care”sinx.

ITapTurynapao pememe ¥, JaTe jeAHAUMHE NheMO OAPeIUTH METONOoM HeonpebheHux koedumujeHara.
IlomTo je
f(x) = e*(2cosz — 4xsinz) = e'*(2cos (1) + (—4x) sin (1z)),

TO je, ka0 y yBomHOj mpuun, a = 1, b =1, Py(z) =2 u Q1(x) = —4z. Tomro je a+bi = 1+1 jequocTpyro
perene KapakTepucTuyHe jenHadune, To je k = 1, a m = max{0,1} = 1, Te je Tpamkeno pememe obauKa

yp = xe” [(Az + B)cosz + (Cxz + D) sinz].

Koepumujenre A, B,C nu D hemo ompenntu Tako mTO HAJUIPe yOaIlMO Yp, yl’) u yl’)' y jemnaumny. Hakon
HEIITO Iy:Ker padyHa mobujamo ma je

y, =e” [(A+C)2® + (2A+ B+ D)z + B) cosz + ((C — A)z* + (D — B+ 2C)x + D) sinz]
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OJHOCHO
yy =e” [(2C2° + (4A+ 4AC + 2D)x + (2A + 2B + 2D)) cosx
+(—242% 4+ (-44A - 2B+ 4C)z + (2D — 2B +2C)) sinz] .
3aMeHOM y jemHaumHy, HAKOH cpebuBama mobujamo ma je

2 [(4Cz + (2A + 2D)) cos x + (—4Az + (2C — 2B)) sin x| = £*(2cosz — 4xsinx),

OJHOCHO
4Cxcosx + (2A+ 2D) cosx — 4Axsinx + (2C — 2B) sinz = 2cosx — 4x sin .

IlomTo cy cosz,sinx,xcosx u zsinz HesaBucHe ¢yHKIUje, u3ljeqHavanajyhu xoedunujenre y3 mUX ca
0obe cTpane, nobUjaMO CUCTEM jemHAUUHA

2A +2D = 2
—2B +2C =0

4C =0’

—4A = —4

unjuM pemaBameM jenHoctaBHo mobujamo A =1 u B = C = D = 0, onakie QUPEKTHO CIEAU PeEIleHe
KOje CMO TPaKWUIU, Yp = 2%e” cosx. Komauno ommTe pememe moa3He HEXOMOTEHE jeIHAUMHE je

y(x) = yn(x) + yp(x) = C1e” cosz + Cze” sinx + x%e” cos .

2. Pemuru mudepennujanmy jemsauuny y” + 1y = 4re®.

Pewemwe. Pemema kapakrepuctuure jemHaumae A2 4+ X =0 cy A\ =0 u My = —1, onakie mobujamo

na je pememe xomorene jemnauute y, = Cy + Coe™®. Ilomro je f(z) = €* (4x2 cosOx+sin0x), TO je

a =1, b= 0, na momro a+ bi = 1 Huje pememe Kaparkrepuctuyre jennauuue 1o je k = 0. Tarkobe, Baxu
m =max{2,0} = 2, na je 06IMK pemema MOYeTHE HEXOMOTEHE jeIHAUNHE NAT Ca

yp = " (Az* + Bx + C).
HudepennupameM je nane
y, =€ (Az® + (2A+ B)z + (B +C)),

Kao n

yy = e"(Az® + (4A+ B)z + (24 + 2B + 0)).
3ameHoM y, u y, y TMOJNa3Hy jemHauwHy, HaKOH cpebupama mobujamo na je

2A2% + (6A+2B)z + (2A + 3B + 2C) = 42°.

2

W3sjennavasajyhu onrosapajyhe roedurnujenre y3 1,z n ° ca o0e crpane je1HaKOCTU HOOMjaMO CUCTEM

24 =4
64 +2B =0,
24 +3B +2C = 0

uymjuM pemaBameM qobujamo A =2, B=—6u C = 7. Jlakie, IapTUKyJapHO PEIIEHE je
yp = €*(22% — 62+ 7),
OJAKJIE je OIIITE Pellelkhe NaTe jeTHAUNHE

y(x) = Oy + Coe ™ + e"(22% — 62 + 7).
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3. Pemuru mudepernujanny jemmauuny y’ —y” = 1222 + 6.

Pewewe. VI3 KapakTepUCTUYHE jeTHAYUMHE
M-oX=0 & NMOA-1)=0,
mobujaMo A2 =0 u A3 =1, ma je onmre pememe XOMOIeHe jeJHAUMHE KOja OAroBapa IaToj
yn = C1 + Coz + Cze”.

Uz f(x) = e"*((122% + 62) cos Ox + sin0x) mobujamo ma je a = 0, b = 0, omocuo a + bi = 0 mTo je
OBOCTPYKA HyJIa KapAKTEPUCTUYHE jeNHAYMHE, OMHOCHO k = 2. JacHo je ma je m = 2, ma je pememe
HEXOMOT'€HE jeHAYNHE NATO Ca

yp = v2(A2® + Bz + O).

HudepennmmpameM no0rjaMo 1a BarKy
y, = 4Az® + 3Ba® + 2Cx,
yy = 12A2* + 6Bz + 2C,
y]'o” =24Ax + 6B.
3aMeHOM y MOJAa3Hy jeqHaduHy a00rjamo
—12A2° + (24A — 6B)x + (6B — 2C) = 122° + 6z,

onakie, n3jenHavasajyhu roedunujerte, n1o6ujaMo CUCTEM

—124 =12
24A —6B = 6,
6B —2C = 0

unje je pememe (A, B,C) = (—1,—5,—15). TpakeHo NAPTUKYJIAPHO peIleme je, NaKie,
yp = 22 (—2® — 5r — 15),
OJHOCHO OIIIITE PENIEHe TOJIA3HE jeTHAUNHE je

y(x) = yn(x) + yp(x) = C1 + Cox + Cae” — 2*(2® + 5z + 15).

YKOIMKO HAM je maTa jeTHadmHa

agy™ + a1y 4t an1y +any = fi(@) + -+ fu(@),
rge je ceaka oxn ¢yHrmmja fi,..., fy omrosapajyher obiuka

fi(z) = €% [Py, i(z) cosbiz + Qm, i(x)sinbz], i=1,...,N,
Taga leMo onpeIuT HAapTUKYJIAPHO PEMIEHhE Yp, 38 CBAKM OJ HpobieMa

aoy™ +ary™ Y+t an_1y +any = fi(x), i=1,..,N,
na he omnmre pememe MOJIA3ZHOT TpobiemMa OUTH IaToO Ca

Y=Ynt+Yp, Tt Ypn>

Tze je Yy peleme XOMOTEeHe jeTHAUMHE KOja OATroBapa MaTOj HEXOMOTEHO] jeTHAYUNHU.
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4. Pemuru mudepernujanny jenmauuny y’ +y' = 22 —e”% + €*.

Pewewe. Pemema kapakrepuctuure jemqnauwmse cy A\; = 0 u Ay = —1, ma je ommre pememe XOMOreHe
jemmaumme nato ca y, = C; + Cee™®. Y oBom mpumepy mmamo ma je fi(x) = 22, fo(r) = —e ™ m
fa(x) = €%, mro cy cBe ¢yHENUMje TpaskeHOr ObOJMKa. 3a CBAKy ON HUX HAJIA3UMO onarosapajyhe

MapTUKYJIAPHO PElIeHeE:

3a fi(z) = 22 mmamo ma je a = b =0, onakne je k=1 (a+bi = 0 je jemmocTpyka HyTa) 1 m = 2, mMa
je Yp, = (Ax? + Bz + C). IlBOCTPYKMM AU(EPEHIMPAREM Yp, W 3aMEHOM y jeHAUMHY NOoOHMjaMo na je

3Ax% + (6A+2B)x + (2B + C) = 22,

OJHOCHO MMaMO CHUCTEM

34 =1
64 +2B =0,
2B +C =0

UMjUM PEIIaBameM HaJa3umMo A = %, B =—1uC =2. IlapTuxynapHo pemese je yp, = x(%ﬁ -+ 2).
3a fo(x) —e~% pmobujamo a = —1, b = 0, omakne je k = 1, ma je yp,, = wve™* - A. Iame je

Yp, = A(l —x)e™ my, = A(r — 2)e”". 3amMenoM Ha3aJ y jeIHAUMHY UMaMO Ja je BasKu

Alxr—2+1—-2)e " =—" & A=1,

oa je yp, = re .

3a flg,(x) =e” jle a=1,b=0, ma je k =0, omrocHo y,, = Ae”. Onarxe je y, +y, =24e” =e", na

jeA:§I/Iyp3:§e“’.

Konauno, 3a omnmre pememe Baku

1 1
Y=Yn+ Yp, + Ypo + Yps —C1+Cge:”+x<3x2—x+2) +xe*‘/”+§e"”.

Mertoma Bapujanuje KOHCTAHTU

[IpermocTaBuMO OmET Ha MMAMO jeTHAYUUHY
(n) (n—1) / _
aoy™ + a1y + - Fan—1y +any = f(x),

npu yemy ¢yuruuja f(z) Bume He Mopa Gutu obauka (12). Axo je y, = Cry1+- - -+Cpy, onmre permeme
omrosapajyfie xomorene jennaunse, tana fiemo permeme monasHe HEXOMOTEHE jeHAYNHE TPAKUATU Y
o6nukry y = C1(x)y1+- - -+ Cp(2)yn, rre Henosuare pyurmmje Cp(x), ..., Cp(x) (04HOCHO BUXOBE U3BOLE)
ompebyjemo u3 cucrema

|
=

Clyn + -+ Chyn
Ciyp + -+ Cuy,

Il
o

(13)

g™ 4y oY = f(a)
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5. Pemuru mudepennujanry jemaaunny y” + 6y’ + 9y = e 3% Inz.

Pewemwe. Ha ocroBy kapakrepuctuuse jemaaunmie A2 +6A+9 =0 < Ao = —3 nobujamo ommre
pememe xoMmorese jemHaumue y = Cie 3% 4 Chxe 3%, Pememe monasHe jemHaurHe NeMo TPaskUTH Y
obaury y = C1(x)y; + Ca2(x)ya, rae ce C1 u Ch onpebyjy us cucrema

Cie™3® 4+  Chze™3* = 0
Ci(=3e7) + C4(1 —3x)e 3% = ¢ 3% na |’
OZIHOCHO
cT + 20 =0

-3CT + (1-32)C) = Inz |’

Jemnocrasuo ce mobuja Cf(x) = —zlnx u Ci(z) = Inz, onakiue je
z? x 2 x?
Ci(x) = —/xlnxdx = —(21nx—/2dx> =q" Elnx—i—Dl,

OTHOCHO

Cg(w):/lnxda::xlnx—/dxzwlnm—x—i—Dg.

3aMeHOM Hazad y GOPMYyJy 3a ¥, UMAMO Aa jé TPaKEeHO OIIITE PEIleHe

2
y = [2(1 —2Inz)+ Dl} e 4 [z(lnx — 1) 4+ Dy xze 37,

6. Pemuty mudepennujanny jemumauuny y” +y' =sinz + ——.
sin x

Pewemwe. Kopern rapakrepuctmune jemmaumme A + A = 0 cy A = 0 u \y3 = +i, omakme je ommTe
pelleme XOMOTEHE jeTHAYNHE

yn = C1 + Cycosz + Cysin .

Onmre pemen.e HexoMorene jennaumue hemo tpaskutu y obaury y = Cp(z) + Co(x) cosx + Cs(x) sin x,
rae C1,CH u C4 mamasumo u3 ogrosapajyher cucrema:

Ci+Ch-cosx+ Cf-sinx =0
—Ch-sinz +Cf - cosxz=0 (—gose

J sinx
+

—Cl-cosx—Cf - sinx =sinz +

sin x
OIHOCHO
C{+Ch-cosx+ Ch - sinx =0
—C}-sinx +C% - cosx =0
, cos? z . . 1
i —— —sinz | =sinz + ——
sin x sin x
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CosT

U3 nocremme jemmaunne je C4(x) = —(sin®z + 1), onakme nobujamo u na je Ch(r) = —sinzcosz — ——,
sin x
1
omunocuo Cf(z) =sinx + ——. WuaTerpamsmemeMm no6ujaMo HEmo3HATE (GyHKIU]jE:
sin x
1 dx T 2dt
C — 1 d = — = = — = —_—
1(@) /(Slnx+sinx) “ Cosw+/sinx [t tg2,dx t2—|—1J
_2 dt
2
= —COS:E+/ t;trl dt = —cosx—i—/— =—cosz+Inlt|+ D,
sy t
x
= —cosac+ln|tg§| + Dy,
Cy(z) = — sinJc—|—L cosxdr = t=sinw
A sinz T | dt =cosxdx
1 t2
=—[t+-dt=—(—=+Inlt| )+ D,
t 2
sin?
=—— —In|sinz| + Da,
OIHOCHO
1-— 2
Cs(x) = —/(sin2m+l)dx: —/(02()896—1—1) dz
3 sin 2x
=—- Ds.
2:10 1 + D3
Korauno, onmre pememe IOUeTHE HEXOMOIeHe nudepeHIrjaHe jefHaAUNHE je
T sin? z , 3 sin 2z .
y = —cosx—l—ln\tg§| —|—D1} + |- —In|sinz| + Ds | cosx + —§x—|— 1 + D3| sinz.
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