
Diferencijalne jednaqine prvog reda

Opxte i singularno rexeǌe

U nastavku �e nam y = y(x) predstavǉati realnu funkciju realne promenǉive x, i ǌene izvode
(do n-tog reda) �emo standadno oznaqavati: y′ = y′(x), y′′ = y′′(x),..., y(n) = y(n)(x).

Jednaqinu oblika
F (x, y, y′, ..., y(n)) = 0

nazivamo diferencijalnom jednaqinom n-tog reda, a ǌeno opxte rexeǌe tra�imo u obliku

φ(x, y, C1, ..., Cn) = 0,

gde su C1, ..., Cn neke realne konstante. Za konkretne vrednosti tih konstanti dobijamo neko od
partikularnih rexeǌa date jednaqine. Ukoliko imamo rexeǌe diferencijalne jednaqine koje
se ne mo�e dobiti iz opxteg rexeǌa ni za jedan izbor konstanti C1, ..., Cn, tada takvo rexeǌe
nazivamo singularnim.

Za n = 1 imamo diferencijalnu jednaqinu prvog reda F (x, y, y′) = 0 i ǌeno rexeǌe �e biti
oblika φ(x, y, C) = 0. Nekad je mogu�e (i zgodno) da se diferencijalna jednaqina napixe u
obliku y′ = f(x, y), kao i ǌeno rexeǌe u eksplicitnom obliku y = ψ(x,C).

Primeri: Opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine prvog reda y′ = 0 je dato sa y = C, C =
const. Neka partikularna rexeǌa te jednaqine su y = 1, y =

√
2, y = e itd.

Opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′ = 5 je y = 5x + C, C = const, a neka partikularna
rexeǌa su y = 5x+ 1, y = 5x+ π...

1. Dokazati da je y = 2Cx+ C2 opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine (y′)2 + 4xy′ = 4y.

Rexeǌe. Poka�imo da y = 2Cx + C2 zaista zadovoǉava datu diferencijalnu jednaqinu: Kako
je y′ = 2C, to va�i

(y′)2 + 4xy′ = (2C)2 + 4x(2C) = 4C2 + 8xC = 4(2Cx+ C2) = 4y.

Po definiciji, to jeste opxte rexeǌe jer sadr�i jednu konstantu i zadovoǉava samu jednaqinu.

2. Dokazati da je x2 = C(y−C), C ̸= 0, opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine x(y′)2−2yy′+4x =
0. Pokazati da su y = 2x i y = −2x singularna rexeǌa te jednaqine.

Rexeǌe. Iz x2 = C(y − C) i C ̸= 0 dobijamo da je y = x2

C + C, odakle je y′ = 2x
C , pa zamenom y i

y′ u datu jednaqinu dobijamo da va�i

x(y′)2 − 2yy′ + 4x = x

(
2x

C

)2

− 2

(
x2

C
+ C

)
2x

C
+ 4x

=
4x3

C2
− 4x3

C2
− 4x+ 4x = 0,



te je sa x2 = C(y − C) zaista dato opxte rexeǌe date diferencijalne jednaqine.
Daǉe, ako je y = 2x, tada va�i y′ = 2, pa je ispuǌeno

x(y′)2 − 2yy′ + 4x = x(2)2 − 2 · 2x · 2 + 4x = 0,

odnosno i y = 2x je rexeǌe date diferencijalne jednaqine, me�utim ono je singularno. Naime,
ne postoji vrednost konstante C, tako da je x2

C + C = 2x, jer se radi o polinomima razliqitog
stepena. Analogno se rezonuje i za y = −2x.

Koriste�i zapis izvoda preko diferencijala, y′ = dy
dx , diferencijalna jednaqina prvog reda

F (x, y, y′) = 0 se nekad mo�e zapisati i u obliku

P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0.

3. Dokazati da je lnx · ln y = C opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y ln y dx + x lnx dy = 0,
i odrediti partikularno rexeǌe za koje va�i y(e) = e.

Rexeǌe. Vidimo da je

y ln y dx+ x lnx dy = xy

(
1

x
ln y dx+

1

y
lnxdy

)
= xy d(lnx · ln y),

pa zakǉuqujemo da va�i d(lnx · ln y) = 0, odakle sledi da je lnx · ln y = C zaista opxte rexeǌe
date jednaqine.

Ako zamenimo uslov y(e) = e, odnosno x = e i y = e u datu jednaqinu, dobi�emo da je ispuǌeno
ln e · ln e = c, odnosno C = 1. Dakle, tra�eno partikularno rexeǌe je lnx · ln y = 1.

Jednaqine sa razdvojenim promenǉivim

Diferencijalnu jednaqinu y′ = f(x)g(y) ⇔ dy
g(y) = f(x) dx, g(y) ̸= 0, nazivamo jednaqinom sa

razdvojenim promenǉivim. Rexavamo je tako xto integralimo obe strane posledǌe jednakosti:∫
dy

g(y)
=

∫
f(x) dx ⇒ · · · ⇒ G(y) + C1 = F (x) + C2,

odnosno opxte rexeǌe je dato u obliku G(y)− F (x) = C, gde je C = C1 − C2 = const, i gde su G
i F primitivne funkcije funkcija g i f , redom.

4. Rexiti diferencijalnu jednaqinu (1 + ex)yy′ = ex.

Rexeǌe. Razdvajaǌem promeǌǉivih u jednaqini (1 + ex)y dy
dx = ex dobijamo jednaqinu

y dy =
ex

1 + ex
dx.
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Ako integralimo levu i desnu stranu dobi�emo

y2

2
=

∫
y dy =

∫
ex

1 + ex
dx =

⌈
t = 1 + ex

dt = ex dx

⌋
=

∫
dt

t
= ln |t|+ C = ln(1 + ex) + C,

pa direktno dobijamo da je opxte rexeǌe date diferencijalne jednaqine y2 = 2 ln(1 + ex) + C1,
gde je C1 = 2C.

5. Odrediti partikularno rexeǌe diferencijalne jednaqine 2y′ = cos(x − y) − cos(x + y) koje
zadovoǉava uslov y(0) = π

2 .

Rexeǌe. Odredimo najpre opxte rexeǌe: Koriste�i poznati trigonometrijski identitet za
razliku kosinusa dobijamo da va�i

dy

dx
=

cos(x− y)− cos(x+ y)

2
=
−2 sin x−y+x+y

2 sin x−y−x−y
2

2
= sinx sin y,

odakle, razdvajaǌem promenǉivih dobijamo jednaqinu

dy

sin y
= sinx dx.

Integraǉeǌem obe strane imamo da va�i

− cosx+ C =

∫
sinxdx =

∫
dy

sin y
=
⌈
t = tg y

2

⌋
=

∫ 2 dt
1+t2

2t
1+t2

=

∫
dt

t
= ln |t|,

odnosno opxte rexeǌe glasi:

(1) cosx+ ln
∣∣∣tg y

2

∣∣∣ = C.

Zamenom x = 0, y = π
2 u (1), dobijamo da je C = cos 0 + ln | tg π

4 | = 1, te je tra�eno partikularno
rexeǌe: cosx+ ln | tg y

2 | = 1.

Homogene diferencijalne jednaqine

Jednaqinu oblika y′ = f
(
y
x

)
nazivamo homogenom diferencijalnom jednaqinom prvog reda. Takvu

jednaqinu rexavamo smenom z = y
x , odakle je y = zx, odnosno y′ = z′x+ z.

6. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′ = e
y
x + y

x + 1.

Rexeǌe. Ako uvedemo smenu z = y
x , odakle je y = zx i y′ = z′x + z, dobijamo da je data

diferencijalna jednaqina ekvivalentna jednaqini z′x + �z = ez + �z + 1, odnosno dz
dx · x = ez + 1.

Nakon razdvajaǌa promenǉivih i integraǉeǌa imamo

ln |x| =
∫

dx

x
=

∫
dz

ez + 1
=

⌈
t = ez
dt
t = dz

⌋
=

∫
dt

t(t+ 1)
=

∫ (
1

t
− 1

t+ 1

)
dt = ln |t| − ln |t+ 1|+ C,
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odakle je

C = ln |x|+ ln |t+ 1| − ln |t| = ln

∣∣∣∣x(t+ 1)

t

∣∣∣∣ = ln

∣∣∣∣x(e y
x + 1)

e
y
x

∣∣∣∣ ,
odakle je opxte rexeǌe C1e

y
x = x

(
e

y
x + 1

)
, gde je C1 = eC .

7. Odrediti partikularno rexeǌe diferencijalne jednaqine (xy′ − y) arctg y
x = x koje zadovo-

ǉava uslov y(1) = 0.

Rexeǌe. Na�imo prvo opxte rexeǌe date diferencijalne jednaqine. Ako podelimo obe strane
sa x dobi�emo narednu homogenu diferencijalnu jednaqinu:(

y′ − y

x

)
arctg

y

x
= 1.

Ako uvedemo smenu z = y
x , odakle je y′ = z′x+z, dobi�emo jednaqinu z′x arctg z = 1, pa razdvajaǌem

promenǉivih dobijamo
∫
arctg z dz =

∫
dx
x = ln |x| + C. Primenom parcijalne integracije, za

u = arctg z i dv = dz, odnosno du = dz
z2+1 i v = z, dobijamo:∫

arctg z dz = z arctg z −
∫

z dz

z2 + 1
=

⌈
t = z2 + 1
dt = 2z dz

⌋
= z arctg z − 1

2

∫
dt

t
= z arctg z − 1

2
ln |t|

=
y

x
arctg

y

x
− 1

2
ln

(
1 +

y2

x2

)
=
y

x
arctg

y

x
− 1

2

(
ln(x2 + y2)− 2 ln |x|

)
=
y

x
arctg

y

x
− 1

2

(
ln(x2 + y2)

)
+ ln |x|,

odakle dobijamo da je opxte rexeǌe date jednaqine

(2)
y

x
arctg

y

x
− 1

2

(
ln(x2 + y2)

)
= C.

Ako zamenimo x = 1 i y = 0 u (2), dobi�emo C = 0 · arctg 0 − 1
2 (ln(0

2 + 12)) = 0, te je tra�eno
partikularno rexeǌe y

x arctg y
x = 1

2

(
ln(x2 + y2)

)
.

8. Odgovaraju�om smenom svesti jednaqinu y′ = x+y−3
x−y−1 na homogenu, a zatim je rexiti.

Rexeǌe. Ukoliko ne bismo imali −3 i −1 u brojiocu, odnosno imeniocu, tada bismo jed-
nostavno dobili homogen oblik date jednaqine. Primeni�emo jedan trik tako da izgubimo te
brojeve. Uvedimo smenu x = x1 + α, y = y1 + β za pogodno izabrane α i β:

dy1
dx1

=
dy

dx
=
x1 + α+ y1 + β − 3

x1 + α− y1 − β − 1
=
x1 + y1 + α+ β − 3

x1 − y1 + α− β − 1
.

Motivacija nam je da izaberemo α i β tako da va�i α+ β = 3 i α− β = 1. Jednostavno dobijamo
da je α = 2 i β = 1. Sada rexavamo jednaqinu

dy1
dx1

=
x1 + y1
x1 − y1

=
1 + y1

x1

1− y1

x1

z=
y1
x1⇔ z′x1 + z =

1 + z

1− z
,
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odakle je
dz

dx1
x1 =

1 + z

1− z
− z = 1 + z − z + z2

1− z
=
z2 + 1

1− z
,

pa razdvajaǌem promenǉivih dobijamo

dx1
x1

=
(1− z) dz
z2 + 1

⇒
∫

dx1
x1

=

∫
(1− z) dz
z2 + 1

=

∫
dz

z2 + 1
− z dz

z2 + 1
= arctg z − 1

2
ln(z2 + 1),

odnosno vra�aǌem smena x1 = x− 2 i z = y−1
x−2 :

ln |x− 2|+ C = arctg
y − 1

x− 2
− 1

2
ln

((
y − 1

x− 2

)2

+ 1

)
.

Nakon malo sre�ivaǌa dobijamo opxte rexeǌe u obliku

2 arctg
y − 1

x− 2
= ln

(
(x− 2)2 + (y − 1)2

)
+ C.

Napomena: Ideja iz proxlog zadatka ne mora uvek da ,,upali” jer mo�e da se desi da ne
postoje tra�eni α i β, odnosno sistem koji se dobije nema rexeǌa. Tada se zadatak mo�e
rexiti preko odgovaraju�e smene z = z(x, y):

Primer: Diferencijalnu jednaqinu (x+y+1) dx+(2x+2y−1) dy = 0 mo�emo svesti na oblik
y′ = − x+y+1

2(x+y)−1 , i da uvedemo smenu z = x+ y, odakle dobijamo jednaqinu z′− 1 = − z+1
2z−1 , koju daǉe

rexavamo poznatim metodama.

Neki tipovi diferencijalnih jednaqina prvog reda

Linearna diferencijalna jednaqina prvog reda

Jedna od najosnovnijih diferencijalnih jednaqina koju �emo razmatrati je oblika

(3) y′ + p(x)y = q(x).

Pretpostavimo da je P (x) funkcija takva da va�i P ′(x) = p(x). Ako pomno�imo obe strane
jednaqine (3) sa eP (x) ima�emo

eP (x)y′ + eP (x)P ′(x)y = q(x)eP (x),

odnosno (
eP (x)y

)′
= q(x)eP (x),

odakle imamo da je

eP (x)y =

∫
q(x)eP (x) dx+ C,

odnosno

y = e−P (x)

(
C +

∫
q(x)eP (x) dx

)
.
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Ako uzmemo da je P (x) =
∫
p(x) dx, dobi�emo da je rexeǌe posmatrane jednaqine oblika

y(x) = e−
∫
p(x) dx

(
C +

∫
q(x)e

∫
p(x) dx dx

)
.

Da li bi se rezultat razlikovao za neki drugi izbor funkcije P (x)?

1. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′ +
y

x
= 3x.

Rexeǌe. U ovom primeru je p(x) =
1

x
i q(x) = 3x. Primeǌuju�i formulu koju smo izveli za

opxte rexeǌe linearne diferencijalne jednaqine prvog reda, dobijamo:

y(x) = e−
∫

1
x dx

(
C +

∫
3xe

∫
1
x dx dx

)
= e− ln |x|

(
C + 3

∫
xeln |x| dx

)

=
1

|x|

(
C + 3

∫
x|x| dx

)
=


1

x

(
C + 3

∫
x2 dx

)
=

1

x

(
C + 3 · x

3

3

)
=
C

x
+ x2, x > 0,

− 1

x

(
C − 3

∫
x2 dx

)
= − 1

x

(
C − 3 · x

3

3

)
= −C

x
+ x2, x < 0.

Vidimo da, poxto je C proizvoǉna konstanta, da je opxte rexeǌe oblika y(x) =
C

x
+x2, nezavisno

od znaka x kod apsolutne vrednosti, te �emo ubudu�e u ovakvim sluqajevima raditi samo kao
da je tu u pitaǌu znak plus.

2. Rexeǌe: Ovo rexeǌe �e koristiti nexto opxtiju metodu, metodu neodre�enih funkcija.
Ideja metode je da tra�imo nepoznatu funkciju y(x) u obliku u(x)v(x), gde su u i v pogodno
izabrane funkcije. Za poqetak, zamenom y′ = u′v + uv′ u jednaqinu dobijamo da va�i

(4) u′v + uv′ +
1

x
uv = 3x ⇔ u′v +

(
v′ +

1

x
v

)
u = 3x.

Poxto mi imamo slobodu u biraǌu funkcija, zahteva�emo da qlan uz u bude jednak nuli:

v′ +
1

x
v = 0 ⇔ − dv

v
=

dx

x
⇔

∫
− dv

v
=

∫
dx

x
⇒ − ln |v| = ln |x| ⇒ |v| = |x|−1.

Uze�emo da je v = 1/x, pa �emo zamenom u (4) daǉe dobiti da je

u′
1

x
+ 0 · u = 3x ⇔ u′ = 3x2,

odakle direktno dobijamo da je u = x3 + C. Konaqno, rexeǌe poqtetne jednaqine je

y(x) = u(x)v(x) = (x3 + C)
1

x
= x2 +

C

x
.
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2. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′ =
y

ln y + x− 1
.

Rexeǌe. Jasno je da ova jednaqina nije linearna kad je posmatramo kao jednaqinu po funkciji
y = y(x). Ipak, imamo

dy

dx
=

y

ln y + x− 1
⇒ dx

dy
=

ln y + x− 1

y
⇔ x′(y)− 1

y
x =

ln y − 1

y
,

odnosno data jednaqina je linearna ukoliko je posmatramo kao jednaqinu po x = x(y). Sada je:

x(y) = e
∫

1
y dy

(
C +

∫
ln y − 1

y
e−

∫
1
y dy dy

)
= y

(
C +

∫
ln y − 1

y2
dy

)
= y

(
C − ln y − 1

y
+

∫
1

y
· 1
y
dy

)
= y

(
C − ln y − 1

y
− 1

y

)
= Cy − ln y.

3. Odrediti partikularno rexeǌe diferencijalne jednaqine y′ sinx − y cosx = − sin2 x

x2
za koje

va�i graniqni uslov lim
x→∞

y(x) = 0.

Rexeǌe. Najpre, deǉeǌem jednaqine sa sinx dobijamo linearnu diferencijalnu jednaqinu:

y′ − y cosx
sinx

= − sinx

x2
.

Poxto je ∫ (
−cosx

sinx

)
dx = −

∫
d(sinx)

sinx
= − ln | sinx| = ln | sinx|−1,

to imamo da je opxte rexeǌe:

y(x) = eln | sin x|
(
C +

∫ (
− sinx

x2

)
eln | sin x|−1

dx

)
= sinx

(
C +

∫
− sinx

x2
· 1

sinx
dx

)
= sinx

(
C +

∫
−1
x2

dx

)
= sinx

(
C +

1

x

)
= C sinx+

sinx

x
.

Ako iskoristimo sada dati uslov, ima�emo:

0 = lim
x→∞

y(x) = lim
x→∞

C sinx+
�

�
��

0
sinx

x

,
pa kako sinx ne konvergira za x→∞, jasno je da mora biti C = 0. Dakle, tra�eno partikularno

rexeǌe je y(x) =
sinx

x
.
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Bernulijeva diferencijalna jednaqina

Razmatra�emo diferencijalnu jednaqinu slede�eg tipa:

y′ + p(x)y = q(x)yα,

gde je α ∈ R \ {0, 1}. Vidimo da se u sluqaju da je α = 0 ili α = 1 radi o linearnog diferenci-
jalnoj jednaqini prvog reda, te nam stoga ti sluqajevi nisu interesantni.
Samu jednaqinu �emo rexavati tako xto najpre uvedemo smenu z = y1−α. Vidimo da je tada

z′ = (1− α)y−αy′,

odakle je

y′ + p(x)y = q(x)yα
/
·(1− α)y−α

⇒(1− α)y−αy′ + (1− α)p(x)y1−α = (1− α)q(x)
⇔z′ + (1− α)p(x)z = (1− α)q(x),

odnosno sveli smo datu diferencijalnu jednaqinu na linearnu diferencijalnu jednaqinu prvog
reda koju znamo da reximo.

4. Rexiti diferencijalnu jednaqinu xy′ + y = y2 lnx.

Rexeǌe. Nakon deǉeǌa jednaqine sa x dobijamo jednaqinu:

y′ +
1

x
y =

lnx

x
y2,

odnosno imamo Bernulijevu jednaqinu kod koje je p(x) =
1

x
, q(x) =

lnx

x
i α = 2. Uvesh�emo smenu

z = y1−2 = y−1, pod uslovom da je y ̸= 0. Odatle je y = z−1, odnosno y′ = −z−2z′. Zamenom u
jednaqinu dobijamo:

−z−2z′ +
1

x
z−1 =

lnx

x
z−2.

Nakon xto pomno�imo jednaqinu sa −z2, dobi�emo linearnu jednaqinu po z = z(x):

z′ − 1

x
z = − lnx

x
.

ǋeno rexeǌe je sada po formuli jednostavno

z(x) = e
∫

1
x dx

(
C −

∫
lnx

x
e−

∫
1
x dx dx

)
= x

(
C −

∫
lnx

x2
dx

)
= x

(
C +

lnx

x
−
∫

1

x2
dx

)
= x

(
C +

lnx

x
+

1

x

)
= Cx+ lnx+ 1,

odakle je

y(x) =
1

Cx+ lnx+ 1
.

Primetimo da je y = 0 rexeǌe date diferencijalne jednaqine, i to singularno rexeǌe.
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2. Rexeǌe. Zadatak se mo�e rexiti i metodom neodre�enih funkcija: Ako je y(x) = u(x)v(x),
tada imamo da je jednaqina ekvivalentna sa

u′v + uv′ +
1

x
uv =

lnx

x
u2v2 ⇔ u′v +

(
v′ +

1

x
v

)
u =

lnx

x
u2v2.

Ako zahtevamo da je v′ + v
x = 0, kao i u 2. rexeǌu prvog zadatka kod linearnih diferencijalnih

jednaqina, mo�emo uzeti da je v = 1/x. Odatle dobijamo

1

x
u′ =

lnx

x
u2 · 1

x2
⇔ du

u2
=

lnx

x2
dx ⇔

∫
du

u2
=

∫
lnx

x2
dx.

Kao i u prvom rexeǌu imamo da je

− lnx

x
− 1

x
=

∫
lnx

x2
dx =

∫
du

u2
= − 1

u
+ C,

odakle direktno dobijamo da je
u(x) =

x

Cx+ lnx+ 1
,

a samim tim i
y(x) = u(x)v(x) =

1

Cx+ lnx+ 1
.

5. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′ + 2xy = 2x3y3.

Rexeǌe. U ovom sluqaju imamo da je p(x) = 2x i q(x) = 2x3, i α = 3. Uvo�eǌem smene
z = y1−3 = y−2, za y ̸= 0, dobijamo da je y = z−1/2, odnosno y′ = − 1

2z
−3/2z′, odakle je daǉe

−1

2
z−

3
2 z′ + 2xz−

1
2 = 2x3z−

3
2 .

Mno�eǌem jednaqine sa −2z 3
2 , dobijamo linearnu diferencijalnu jednaqinu

z′ − 4xz = −4x3,

qije je rexeǌe

z(x) = e
∫
4x dx

(
C +

∫
(−4x3)e−

∫
4x dx dx

)
= e2x

2

(
C +

∫
−4x3e−2x2

dx

)
=

⌈
t = −2x2

dt = −4x dx

⌋
= e2x

2

(
C − 1

2

∫
tet dt

)
= e2x

2

(
C − 1

2
(tet − et)

)
= e2x

2

(
C − 1

2
e−2x2

(−2x2 − 1)

)
= Ce2x

2

+ x2 +
1

2
.

Direktno sledi da je opxte rexeǌe poqetne jednaqine dato sa

y2(x) =
1

Ce2x2 + x2 +
1

2

.

Primetimo jox da je y = 0 singularno rexeǌe date jednaqine.
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6. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′x3 sin y + 2y = xy′.

Rexeǌe. Najpre, vidimo da je data jednaqina ekvivalentna sa

y′(x3 sin y − x) = −2y,

odakle je

y′(x) =
2y

x− x3 sin y
,

odnosno, za y ̸= 0,

x′(y) =
x− x3 sin y

2y
⇔ x′ − 1

2y
x = − sin y

2y
· x3,

xto je Bernulijeva jednaqina za α = 3. Nakon uvo�eǌa smene z = x1−3 = x−2, odakle je x = z−1/2

i x′ = − 1
2z

−3/2z′, dobijamo

−1

2
z−3/2z′ − 1

2y
z−1/2 = − sin y

2y
z−3/2 ⇒ z′ +

1

y
z =

sin y

y
.

Posledǌa linearna diferencijalna jednaqina se sada jednostavno rexava:

z(y) = e−
∫

1
y dy

(
C +

∫
sin y

y
e
∫

1
y dy dy

)
=

1

y

(
C +

∫
sin y

y
· y dy

)
=

1

y

(
C +

∫
sin y dy

)
=

1

y
(C − cos y),

odakle je opxte rexeǌe poqetne jednaqine

x2(y) =
y

C − cos y
.

Jednaqina sa totalnim diferencijalom

Jednaqinu oblika

(5) P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0

nazivamo jednaqinom sa totalnim diferencijalom ukoliko je ispuǌen uslov P ′
y = Q′

x. Ideja je
da odredimo funkciju u = u(x, y) takvu da je du = P dx+Q dy, odnosno

(6) u′x dx+ u′y dy = P dx+Q dy,

jer bi tada (5) bilo ekvivalentno sa du = 0, odakle bi opxte rexeǌe date diferencijalne
jednaqine bilo odre�eno sa u(x, y) = C.
Vidimo da �e (6) biti ispuǌeno ukoliko va�i u′x(x, y) = P (x, y) i u′y(x, y) = Q(x, y). Vidimo da
iz prve od tih veza sledi da je

(7) u(x, y) =

∫
P (x, y) dx+ C(y),
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gde je C(y) funkcija po promenǉivoj y, koju �emo odrediti iz uslova u′y = Q:

∂

∂y

(∫
P (x, y) dx+ C(y)

)
= Q(x, y)

⇔ ∂

∂y

∫
P (x, y) dx+ C ′(y) = Q(x, y)

⇔C ′(y) = Q(x, y)− ∂

∂y

∫
P (x, y) dx,

pa �emo uzeti da je

C(y) =

∫ [
Q(x, y)− ∂

∂y

∫
P (x, y) dx

]
dy.

Zamenom u (7) dobijamo konaqno da je

(8) u(x, y) =

∫
P (x, y) dx+

∫ [
Q(x, y)− ∂

∂y

∫
P (x, y) dx

]
dy.

Mogli smo da radimo i drugim redosledom (prvo iskoristimo da je u′y = Q), pa bismo tada za

funkciju u dobili da je u =
∫
Q dy +

∫ [
P − ∂

∂x

∫
Q dy

]
dx.

7. Rexiti diferencijalnu jednaqinu (3x2 + 6xy2) dx+ (6x2y + 4y3) dy = 0.

Rexeǌe. U ovom zadatku je P (x, y) = 3x2 + 6xy2 i Q = 6x2y + 4y3. Poxto je

P ′
y = 12xy = Q′

x,

to je ovo jednaqina sa totalnim diferencijalom, qije je rexeǌe u(x, y) = C, gde je u dato sa (8).
Najpre, imamo da je ∫

P (x, y) dx =

∫
(3x2 + 6xy2) dx = x3 + 3x2y2,

odakle je

u(x, y) = x3 + 3x2y2 +

∫ [
6x2y + 4y3 −

(
x3 + 3x2y2

)′
y

]
dy

= x3 + 3x2y2 +

∫
4y3 dy = x3 + 3x2y2 + y4.

Dakle, opxte rexeǌe date diferencijalne jednaqine je dato sa

x3 + 3x2y2 + y4 = C.

8. Rexiti diferencijalnu jednaqinu
(

y

x2 + y2
− y
)
dx =

(
x+

x

x2 + y2
− ey

)
dy.
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Rexeǌe. Datu jednaqinu mo�emo zapisati u ekvivalentnom obliku(
y

x2 + y2
− y
)
dx−

(
x+

x

x2 + y2
− ey

)
dy = 0.

Ako je P (x, y) =
y

x2 + y2
− y i Q(x, y) = −x− x

x2 + y2
+ ey, tada iz

P ′
y(x, y) =

x2 + y2 − 2y2

(x2 + y2)2
− 1 =

x2 − y2

(x2 + y2)2
− 1,

odnosno

Q′
x(x, y) = −1−

x2 + y2 − 2x2

(x2 + y2)2
= −1− y2 − x2

(x2 + y2)2

direktno sledi da je P ′
y = Q′

x, odnosno radi se o jednaqini sa totalnim diferencijalom. Va�i∫
P (x, y) dx =

∫ (
y

x2 + y2
− y
)
dx = �y ·

1

�y
arctg

x

y
− xy = arctg

x

y
− xy.

Imaju�i u vidu da je

∂

∂y

(∫
P (x, y) dx

)
=

(
arctg

x

y
− xy

)′

y

=

(
− x

y2

)
· y2

x2 + y2
− x =

−x
x2 + y2

− x,

to je

u(x, y) = arctg
x

y
− xy +

∫ [
−x− x

x2 + y2
− ey + x

x2 + y2
+ x

]
dy

= arctg
x

y
− xy +

∫
ey dy = arctg

x

y
− xy + ey,

te je, konaqno, opxte rexeǌe dato sa arctg
x

y
− xy + ey = C.

Integracioni faktor

U sluqajevima kada imamo jednaqinu oblika

P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0,

a pritom ne va�i P ′
y = Q′

x, stvar mo�e spasiti takozvani integracioni faktor. To je funkcija
λ = λ(x, y) takva da je jednaqina

λ(x, y)P (x, y) dx+ λ(x, y)Q(x, y) dy = 0

jednaqina sa totalnim diferencijalom. Dakle, treba da odredimo tu funkciju λ iz uslova
(λP )′y = (λQ)′x. Taj zadatak nije uvek jednostavan, ali �e u zadacima obiqno biti jedna od
situacija gde je λ = λ(x) ili λ = λ(y).

9. Za diferencijalnu jednaqinu

(x sin y + y cos y) dx+ (x cos y − y sin y) dy = 0

odrediti integracioni faktor oblika λ(x), a zatim rexiti jednaqinu.
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Rexeǌe. Integracioni faktor odre�ujemo iz

(λ(x)(x sin y + y cos y))
′
y = (λ(x)(x cos y − y sin y))′x,

odakle je
λ(x)(x cos y + cos y − y sin y) = λ′(x)(x cos y − y sin y) + λ(x) cos y,

odnosno
λ(x)(x cos y − y sin y) = λ′(x)(x cos y − y sin y).

Sada iz
dλ

dx
= λ ⇒ dλ

λ
= dx

/ ∫
⇒ lnλ = x

dobijamo da je λ(x) = ex. Sada kad smo odredili integracioni faktor, rexavamo novi problem:

ex(x sin y + y cos y) dx+ ex(x cos y − y sin y) dy = 0,

xto je sada jednaqina sa totalnim diferencijalom, uz P (x, y) = ex(x sin y + y cos y) i Q(x, y) =
ex(x cos y − y sin y). Va�i∫

P (x, y) dx =

∫
ex(x sin y + y cos y) dx = sin y

∫
xex dx+ y cos y

∫
ex dx

= sin y(xex − ex) + y cos yex = ((x− 1) sin y + y cos y)ex.

Daǉe je

(((x− 1) sin y + y cos y)ex)
′
y = ((x− 1) cos y + cos y − y sin y)ex = (x cos y − y sin y)ex,

odakle se jednostavno dobija da je opste rexeǌe u(x, y) = C, gde je

u(x, y) = ((x− 1) sin y + y cos y)ex.

10. Za diferencijalnu jednaqinu

2xy ln y dx+
(
x2 + y2

√
y2 + 1

)
dy = 0

odrediti integracioni faktor oblika λ(y), a zatim rexiti jednaqinu.

Rexeǌe. Integracioni faktor �emo odre�ivati iz uslova

(2xy ln y · λ(y))′y =
(
(x2 + y2

√
y2 + 1) · λ(y)

)′
x
,

odnosno

2x(ln y + 1)λ(y) + (2xy ln y)λ′(y) = 2xλ(y)

⇔ 2x ln y · λ(y) + 2xy ln y · λ′(y) = 0,

odakle dobijamo

λ′(y) = −λ(y)
y

⇒ dλ

λ
= − dy

y

/ ∫
⇒ ln |y| = − ln |y|,
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pa �emo uzeti da je λ(y) =
1

y
. Mno�eǌem poqetne jednaqine dobijenim integracionim faktorom,

dobijamo jednaqinu sa totalnim diferencijalom:

2x ln y dx+

(
x2

y
+ y
√
y2 + 1

)
dy = 0

Poxto je ∫
P (x, y) dx =

∫
2x ln y dx = x2 ln y,

to je rexeǌe date jednaqine u(x, y) = C, gde je

u(x, y) = x2 ln y +

∫ [
x2

y
+ y
√
y2 + 1−

(
x2 ln y

)′
y

]
dy

= x2 ln y +

∫
y
√
y2 + 1dy = x2 ln y +

1

3
(y2 + 1)3/2.

Diferencijalne jednaqine n-tog reda

Diferencijalne jednaqine kojima se mo�e sniziti red

Rekli smo da je opxti oblik diferencijalne jednaqine n-tog reda dat sa F (x, y, y′, ..., y(n)) = 0.
U nekim primerima je mogu�e sniziti red takve jednaqine, pre svega nekom pogodnom smenom.
Ukoliko se, na primer, u jednaqini uopxte ne nalaze funkcije y, y′, ..., yk−1, za neko k ≤ n, tada
je oqigleda izbor smene z(x) = y(k)(x). Tada je y(k+1) = z′(x),...,y(n) = z(n−k), te dobijamo novu
jednaqinu oblika F (x, z, ..., z(n−k)) = 0.

1. Rexiti diferencijalnu jednaqinu xy′′ + y′ − x2 = 0.

Rexeǌe. Primetimo da se u jednaqini nigde ne pojavǉuje nepoznata funkcija y, pa mo�emo
uvesti smenu z(x) = y′(x). Time dobijamo jednaqinu

xz′ + z − x2 = 0 ⇔ z′ + z/x = x,

xto je linearna diferencijalna jednaqina prvog reda. ǋeno rexeǌe je:

z(x) = e−
∫

dx
x

(
C1 +

∫
xe

∫
dx
x dx

)
=

1

x

(
C1 +

∫
x2 dx

)
=
C1

x
+
x2

3
.

Kada vratimo smenu z = y′, dobijamo da je

y′ =
C1

x
+
x2

3
,

odnosno integraǉeǌem, nalazimo da je opxto rexeǌe

y(x) =

∫ (
C1

x
+
x2

3

)
dx = C1 ln |x|+

x3

9
+ C2.
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2. Rexiti diferencijalnu jednaqinu xy′′ = y′ ln
y′

x
.

Rexeǌe. Uvo�eǌem smene z(x) = y′(x) dobijamo jednaqinu

xz′ = z ln
z

x
⇔ z′ =

z

x
ln
z

x
,

xto je homogne diferencijalna jednaqina. Ako uvedemo smenu u =
z

x
, ima�emo da je z′ = u′x+ u,

odakle je
u′x+ u = u lnu,

odnosno, razdvajaǌem promenǉivih,
du

u lnu− u
=

dx

x
.

Kako je ∫
du

u(lnu− 1)
=

⌈
v = lnu− 1
dv = du

u

⌋
=

∫
dv

v
= ln |v|+ C = ln | lnu− 1|+ C,

to dobijamo da je
ln |x| = ln | lnu− 1|+ C,

odakle je
|x| = | lnu− 1|eC ,

pa, uz odgovaraju�u smenu, mo�emo pisati

u = eC1x+1,

odnosno
z = xeC1x+1.

Konaqno, iz z = y′ dobijamo tra�eno opxte rexeǌe date jednaqine:

y(x) =

∫
xeC1x+1 dx =

⌈
u = x dv = eC1x+1 dx

du = dx v = eC1x+1

C1

⌋

=
xeC1x+1

C1
−
∫
eC1x+1

C1
dx =

xeC1x+1

C1
− eC1x+1

C2
1

+ C2.

U situaciji da imamo diferencijalnu jednaqinu u kojoj odre�ujemo y(x) ali se u jednaqini ne
pojavǉuje promenǉiva x, mo�emo koristiti smenu z(y) = y′, te da posmatramo jednaqinu u kojoj
je y promenǉiva. Tada �emo imati

y′′(x) =
dy′

dx
=
dy′

dy
· dy
dx

= z′y · z,

i sliqno za izvode vixeg reda.

3. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′′ = (y′)
3
+ y′.
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Rexeǌe. Primetimo da data jednaqina ispuǌava osobinu iz prethodne diskusije, tako da �emo
uvesti smenu z(y) = z = y′, odakle znamo da je y′′ = z′z, i daǉe

z′z = z3 + z ⇒ z′ = z2 + 1 ⇒ dz

z2 + 1
= dy.

Integraǉeǌem odatle dobijamo da je arctg z = y + C1, odnosno z = tg(y + C1). Ako sada vratimo
smenu, dobi�emo

dy

dx
= tg(y + C1) ⇒ x =

∫
dy

tg(y + C1)
=

∫
sin(y + C1)

cos(y + C1)
dy = − ln | cos(y + C1)|+ C2.

NAPOMENA: Primetimo da se u ovoj jednaqini ne pojavǉuje y, tako da smo zadatak mogli
raditi i smenom iz prethodna dva zadatka.

4. Odrediti partikularno rexeǌe diferencijalne jednaqine y′′ = e2y koje zadovoǉava uslov
y(0) = 0 i y′(0) = 1.

Rexeǌe. Uvo�eǌem smene z(y) = y′, dobijamo jednaqinu

z′z = e2y ⇒ z dz = e2y dy,

odakle integraǉeǌem dobijamo da je

z2

2
=
e2y

2
+ C1 ⇔

(y′)2

2
=
e2y

2
+ C1.

Da ne bismo nepotrebno vukli konstantu C1 do kraja zadatka, mo�emo da je odmah odredimo
koriste�i date poqetne uslove. Znamo da za x = 0 va�i y = 0 i y′ = 1, pa zamenom tih vrednosti
u prethodnu jednakost dobijamo da je

1

2
=
e0

2
+ C1,

odnosno, C1 = 0. Sada imamo da va�i

(y′)2 = e2y = (ey)
2
,

odakle je y′ = ey ili y′ = −ey. Mi �elimo da jedna od tih opcija bude ispuǌena na celom skupu
na kom rexavamo jednaqinu, pa poxto znamo da je ey > 0 i y′(0) = 1 > 0, to zakǉuqujemo da mora
biti y′ = ey. Daǉe je jednostavno:

dy

ey
= dx ⇒ x =

∫
e−y dy = −e−y + C2.

Zamenom x = 0, y = 0 dobijamo nepoznatu konstantu C2:

0 = −e0 + C2 ⇒ C2 = 1,

pa je tra�eno partikularno rexeǌe dato sa

x = 1− e−y.
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Linearne homogene diferencijalne jednaqine

Linearna diferencijalna jednaqina n-tog reda je jednaqina:

(9) a0(x) · y(n) + a1(x) · y(n−1) + · · ·+ an−1(x) · y′ + an(x) · y = f(x).

Ukoliko je f(x) = 0, onda prethodnu jednaqinu nazivamo homogenom. Razmotrimo, za poqetak
linearnu homogenu diferencijalnu jednaqinu drugog reda:

a(x)y′′ + b(x)y′ + c(x)y = 0.

Ako je y1 = y1(x) jedno partikularno rexeǌe ove jednaqine, onda se smenom z(x) = y
y1

mo�e
dobiti jednaqina kojoj mo�emo sniziti red. Zaista, ako je y = z · y1, tada je y′ = z′y1 + zy′1, kao
i y′′ = z′′y1 + 2z′y′1 + zy′′1 , odakle dobijamo

a(x)(z′′y1 + 2z′y′1 + zy′′1 ) + b(x)(z′y1 + zy′1) + c(x)zy1 = 0,

odnosno grupisaǌem qlanova uz z, z′ i z′′:

z′′(a(x)y2) + z′(2a(x)y′1 + b(x)y1) + z (a(x)y′′1 + b(x)y′1 + c(x)y1)︸ ︷︷ ︸
=0

= 0,

qime dobijamo jednahcinu u kojoj se ne pojavǉuje z:

z′′(a(x)y2) + z′(2a(x)y′1 + b(x)y1) = 0,

pa mo�emo da joj snizimo red smenom u = z′.

5. Rexiti diferencijalnu jednaqinu (2x − x2)y′′ + (x2 − 2)y′ + 2(1 − x)y = 0 ako je y1 = ex jedno
partikularno rexeǌe date jednaqine.

Rexeǌe. Za poqetak, proverimo da y1 = ex zaista jeste rexeǌe date jednaqine:

(2x− x2)(ex)′′ + (x2 − 2)(ex)′ + 2(1− x)ex =
(
2x− x2 + x2 − 2 + 2− 2x

)
ex = 0.

Za nala�eǌe opxteg rexeǌa �emo iskoristiti smenu z =
y

ex
, odakle je y = z · ex, a odatle i

y′ = (z′ + z)ex, odnosno y′′ = (z′′ + 2z′ + z)ex. Zamenom u datu jednaqinu dobijamo

(2x− x2)z′′ − (x2 − 4x+ 2)z′ = 0,

xto je jednaqina kojoj mo�emo spustiti red smenom u = z′, qime dolazimo do jednaqine

(2x− x2)u′ = (x2 − 4x+ 2)u,

odnosno, razdvajaǌem promenǉivih

du

u
=
x2 − 4x+ 2

2x− x2
dx.

Integraǉeǌem daǉe dobijamo

ln |u| =
∫
x2 − 4x+ 2

2x− x2
dx =

∫
(x2 − 2x) + (2− x)− x

x(2− x)
dx

=

∫ (
−1 + 1

x
+

1

x− 2

)
dx = −x+ ln |x|+ ln |x− 2|+ C,
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odnosno

ln

∣∣∣∣ u

x(x− 2)

∣∣∣∣ = −x+ C ⇒ u

x(x− 2)
= e−xC1.

Time smo dobili da je z′ = C1e
−x(x2 − 2), odakle je

z(x) = C1

∫
e−x(x2 − 2x) dx =

⌈
u = x2 − 2x dv = e−x dx

du = (2x− 2) dx v = −e−x

⌋
= C1

(
−e−x(x2 − 2x) +

∫
(2x− 2)e−x dx

)
=

⌈
u = 2x− 2 dv = e−x dx
du = 2dx v = −e−x

⌋
= C1

(
−e−x(x2 − 2x)− e−x(2x− 2) +

∫
2e−x dx

)
= −C1

(
e−x

(
x2 − 2x+ 2x− 2 + 2

)
+ C

)
= −C1e

−xx2 + C2.

Konaqno, vra�aju�i se na poqetnu smenu, dobijamo da je tra�eno opxte rexeǌe:

y(x) = −C1x
2 + C2e

x.

NAPOMENA: Ako su y1 i y2 dva nezavisna rexeǌa homogene linearne diferencijalne jed-
naqine drugog reda, tada je opxte rexeǌe te jedanqine y = C1y1 + C2y2. Mo�emo utvrditi da
je u prethodnom zadatku y2 = x2 zaista rexeǌe jednaqine. Analogan zakǉuqak va�i i u sluqaju
jednaqina vixeg reda.

6. Rexiti diferencijalnu jednaqinu (x − 1)y′′ + (4x − 5)y′ + (4x − 6)y = 0 ako je jedno rexeǌe
oblika y1 = eax, a ∈ R.

Rexeǌe. Odredimo najpre a iz oblika partikularnog rexeǌa: Uvrxtaǌem y1 = eax, y′1 = aeax

i y′′1 = a2eax u jednaqinu dobijamo

(x− 1)a2eax + (4x− 5)aeax + (4x− 6)eax = 0,

odnosno
(a2 + 4a+ 4)x− (a2 + 5a+ 6) = 0.

Odavde sledi da mora biti a2+4a+4 = a2+5a+6 = 0, xto povlaqi da je a = −2. Dakle, y1 = e−2x,
pa �emo za rexavaǌe date jednaqine koristiti smenu y = ze−2x. Zamenom u jednaqinu, imaju�i
u vidu y′ = (z′ − 2z)e−2x i y′′ = (z′′ − 4z′′ + 4z)e−2x, nakon kra�eg raquna dobijamo

(x− 1)z′′ − z′ = 0.

Daǉe idemo standardno: u = z′ pa razdvojimo promenǉive:

(x− 1)u′ = u ⇒ du

u
=

dx

x− 1
.

Integraǉeǌem dobijamo: ∫
du

u
=

∫
dx

x− 1
⇒ ln |u| = ln |x− 1|+ C,

odakle sledi z′ = u = C1(x− 1). Sada je

z =

∫
C1(x− 1) dx = C1

(x− 1)2

2
+ C2,
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pa je odavde rexeǌe poqetne jednaqine (uz modifikaciju konstante C1):

y(x) =
(
C1(x− 1)2 + C2

)
e−2x.

Linearne homogene diferencijalne jednaqine sa konstantnim koeficijentima

Diferencijalna jednaqina n-tog oblika

(10) a0 · y(n) + a1 · y(n−1) + · · ·+ an−1 · y′ + an · y = 0,

pri qemu je a0, a1, ..., an−1, an ∈ R naziva se linearnom homogenom dif. jednaqinom n-tog reda sa
konstantnim koeficijentima.

Jednaqini (10) pridru�ujemo ǌenu karakteristiqnu jednaqinu

(11) a0λ
n + a1λ

n−1 + · · ·+ an−1λ+ an = 0,

pri qemu se sam polinom iz te jednaqine naziva karakteristiqnim polinomom. Jasno je da
ta jednaqina ima n rexeǌa koja �emo oznaqiti sa λ1, ..., λn. Svako od tih rexeǌa generixe
jedno rexeǌe y1, ..., yn poqetne diferencijalne jednaqine. Ova rexeǌa su me�usobno nezavisna,
i opxte rexeǌe je dato sa y(x) = C1y1(x) + · · · + Cnyn(x). Razlikujemo slede�e sluqajeve za
rexeǌa jedaqine (11):

1. λi je jednostruko rexeǌe jednaqine (11): Tada ono generixe rexeǌe j-ne (10) oblika yi =
eλix.

2. λi je vixestruko rexeǌe vixestrukosti k: Tada je sa λi generisano k nezavisnih rexeǌa
jednaqine (10) oblika yi = eλix, yi+1 = xeλix,..., yi+k−1 = xk−1eλix.

3. λi i λi+1 su jednostruka, konjugovano kompleksna rexeǌa: Ako je λi = a + bi (odnosno
λi+1 = a − bi), onda su definisana dva rexeǌa jednaqine (10) oblika yi = eax cos bx i
yi+1 = eax sin bx.

4. U sluqaju kompleksnih rexeǌa vixestrukosti ve�e od 1, mo�emo prepostaviti da je λ1 =
· · · = λk = a + bi, i λk+1 = · · · = λ2k = a − bi. Tada imamo 2k nezavisnih rexeǌa jednaqine
(10) koja su data sa y1 = eax cos bx, ..., yk = xk−1eax cos bx, odnosno yk+1 = eax sin bx, ...,
y2k = xk−1eax sin bx.

7. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′′ − 4y′ + 3y = 0.

Rexeǌe. Karakteristiqna jednaqina koja odgovara datoj diferencijalnoj jednaqini je

λ2 − 4λ+ 3 = 0,

qija su rexeǌa λ1 = 1 i λ2 = 3, pa je opxte rexeǌe poqetne jednaqine

y(x) = C1e
x + C2e

3x.
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8. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′′′ − y′ = 0, a zatim na�i partikularno rexeǌe za koje
va�i y(0) = 0, y′(0) = −1, y′′(0) = 1.

Rexeǌe. Iz karakteristiqne jednaqine

λ3 − λ = 0 ⇔ λ(λ2 − 1) = 0

dobijamo nule λ1 = 0, λ2 = −1 i λ3 = 1, odakle dobijamo opxte rexeǌe jednaqine

y(x) = C1e
0x + C2e

x + C3e
−x.

Uvrxtaju�i poqetne uslove, imaju�i u vidu da je

y′(x) = C2e
x − C3e

−x,

y′′(x) = C2e
x + C3e

−x,

dobijamo sistem

C1 + C2 + C3 = 0

C2 − C3 = −1
C2 + C3 = 1,

qije je rexeǌe (C1, C2, C3) = (−1, 0, 1). Dakle, trazeno rexeǌe datog Koxijevog problema je:

y(x) = −1 + e−x.

9. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′′′ − y′′ − y′ + y = 0.

Rexeǌe. Karakteristiqna jednaqina je

λ3 − λ2 − λ+ 1 = 0 ⇔ λ2(λ− 1)− (λ− 1) = 0

⇔ (λ2 − 1)(λ− 1) = 0 ⇔ (λ+ 1)(λ− 1)2 = 0,

odakle imamo jednu jednostruku nulu λ1 = −1 i jednu dvostruku nulu λ2,3 = 1. Samim tim, opxte
rexeǌe date jednaqine je

y(x) = C1e
−x + C2e

x + C3xe
x.

10. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y(4) + 2y′′′ − 2y′ − y = 0.

Rexeǌe. Za karakteristiqnu jednaqinu koja odgovara datoj jednaqini,

λ4 + 2λ3 − 2λ2 − λ = 0 ⇔ λ4 − 1 + 2λ(λ2 − 1) = 0

⇔ (λ2 − 1)(λ2 + 1) + 2λ(λ2 − 1) = 0 ⇔ (λ2 − 1)(λ2 + 1 + 2λ) = 0

⇔ (λ− 1)(λ+ 1)(λ+ 1)2 = 0 ⇔ (λ− 1)(λ+ 1)3 = 0,
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vidimo da ima jedno jednostruko rexeǌe λ1 = 1 i jedno trostruko rexeǌe λ2,3,4 = −1. Odatle
sledi da je opxte rexeǌe dato sa:

y(x) = C1e
x + C2e

−x + C3xe
−x + C4x

2e−x.

11. Odrediti partikularno rexeǌe diferencijalne jednaqine y′′′ + y′ = 0, koje zadovoǉava
y
(
π
2

)
= 2, y′

(
π
2

)
= y′′

(
π
2

)
= −1.

Rexeǌe. Odredimo najpre opxte rexeǌe date diferencijalne jednaqine: Nule karakteris-
tiqne jednaqine

λ3 + λ = 0 ⇔ λ(λ2 + 1) = 0

su λ1 = 0 i λ2,3 = ±i = 0± 1i, odakle vidimo da je tra�eno opxte rexeǌe dato sa

y(x) = C1 + C2 cosx+ C3 sinx.

Poxte je

y′(x) = −C2 sinx+ C3 cosx

y′′(x) = −C2 cosx− C3 sinx,

to iz datih poqetnih uslova dobijamo sistem linearnih jednaqina

C1 +C3 = 2
−C2 = −1

−C3 = −1
,

odakle je C1 = C2 = C3 = 1, pa je tra�eno partikularno rexeǌe:

y(x) = 1 + cosx+ sinx.

12. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′′ − 4y′ + 13y = 0.

Rexeǌe. Nule karakteristiqne jednaqine

λ2 − 4λ+ 13 = 0,

su λ1 = 2 + 3i i λ2 = 2− 3i, pa je opxte rexeǌe dato sa

y(x) = C1e
2x cos 3x+ C2e

2x sin 3x.

13. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y(4) + 2y′′ + y = 0.

Rexeǌe. Iz karakteristiqne jednaqine

λ4 + 2λ2 + 1 = 0 ⇔ (λ2 + 1)2 = 0 ⇔ (λ+ i)2(λ− i)2 = 0

dobijamo dve dvostruke kompleksno-konjugovane nule λ1,2 = −i i λ3,4 = i. Odatle sledi da je

y(x) = C1 cosx+ C2x cosx+ C3 sinx+ C4x sinx

opxte rexeǌe date jednaqine.
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Linearne nehomogene jednaqine sa konstantnim koeficijentima

Jednaqina
a0y

(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ an−1y

′ + any = f(x)

naziva se linearna nehomogena diferencijalna jednaqina sa konstantnim koeficijentima.
Zajedno sa ovom jednaqinom, posmatra�emo i ǌoj odgovaraju�u homogenu jednaqinu

a0y
(n) + a1y

(n−1) + · · ·+ an−1y
′ + any = 0.

Ukoliko je yh = C1y1 + · · · + Cnyn opxte rexeǌe homogene, a yp neko partikularno rexeǌe
nehomogene jednaqine, tada je opxte rexeǌe polazne jednaqine dato sa

y = yh + yp = C1y1 + · · ·+ Cnyn + yp.

Videli smo u ranijim zadacima kako se odre�uje opxte rexeǌe homogene jednaqine, tako da
nam je te�isthte problema u odre�ivaǌu partikularnog rexeǌa.

Metoda neodre�enih koeficijenata

Ukoliko je funkcija f(x) narednog, specijalnog, oblika,

(12) f(x) = eax [Pm1(x) cos bx+Qm2(x) sin bx] ,

gde su Pm1(x) i Qm2(x) polinomi stepena m1 i m2, redom, tada je partikularno rexeǌe oblika

yp = xkeax [P ∗
m(x) cos bx+Q∗

m(x) sin bx] ,

pri qemu su P ∗
m(x) i Q∗

m(x) polinomi stepena m = max{m1,m2}, a k vixestrukost korena a+ bi
u karakteristiqnoj jednaqini a0λ

n + a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ+ an = 0.

1. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′′ − 2y′ + 2y = ex(2 cosx− 4x sinx).

Rexeǌe. Odredimo najpre opxte rexeǌe pridru�ene homogene jednaqine y′′ − 2y′ + 2y = 0:

λ2 − 2λ+ 2 = 0 ⇒ λ1,2 = 1± i,

odakle je tra�eno rexeǌe homogene jednaqine

yh = C1e
x cosx+ C2e

x sinx.

Partikularno rexeǌe yp date jednaqine �emo odrediti metodom neodre�enih koeficijenata.
Poxto je

f(x) = ex(2 cosx− 4x sinx) = e1x(2 cos (1x) + (−4x) sin (1x)),
to je, kao u uvodnoj priqi, a = 1, b = 1, P0(x) = 2 i Q1(x) = −4x. Poxto je a+bi = 1+ i jednostruko
rexeǌe karakteristiqne jednaqine, to je k = 1, a m = max{0, 1} = 1, te je tra�eno rexeǌe oblika

yp = xex [(Ax+B) cosx+ (Cx+D) sinx] .

Koeficijente A,B,C i D �emo odrediti tako xto najpre ubacimo yp, y′p i y′′p u jednaqinu. Nakon
nexto du�eg raquna dobijamo da je

y′p = ex
[(
(A+ C)x2 + (2A+B +D)x+B

)
cosx+

(
(C −A)x2 + (D −B + 2C)x+D

)
sinx

]
,
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odnosno

y′′p = ex
[(
2Cx2 + (4A+ 4C + 2D)x+ (2A+ 2B + 2D)

)
cosx

+
(
−2Ax2 + (−4A− 2B + 4C)x+ (2D − 2B + 2C)

)
sinx

]
.

Zamenom u jednaqinu, nakon sre�ivaǌa dobijamo da je

��ex [(4Cx+ (2A+ 2D)) cosx+ (−4Ax+ (2C − 2B)) sinx] =��ex(2 cosx− 4x sinx),

odnosno
4Cx cosx+ (2A+ 2D) cosx− 4Ax sinx+ (2C − 2B) sinx = 2 cosx− 4x sinx.

Poxto su cosx, sinx, x cosx i x sinx nezavisne funkcije, izjednaqavaju�i koeficijente uz ǌih sa
obe strane, dobijamo sistem jednaqina

2A +2D = 2
−2B +2C = 0

4C = 0
−4A = −4

,

qijim rexavaǌem jednostavno dobijamo A = 1 i B = C = D = 0, odakle direktno sledi rexeǌe
koje smo tra�ili, yp = x2ex cosx. Konaqno opxte rexeǌe polazne nehomogene jednaqine je

y(x) = yh(x) + yp(x) = C1e
x cosx+ C2e

x sinx+ x2ex cosx.

2. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′′ + y′ = 4x2ex.

Rexeǌe. Rexeǌa karakteristiqne jednaqine λ2 + λ = 0 su λ1 = 0 i λ2 = −1, odakle dobijamo
da je rexeǌe homogene jednaqine yh = C1 + C2e

−x. Poxto je f(x) = ex
(
4x2 cos 0x+ sin 0x

)
, to je

a = 1, b = 0, pa poxto a+ bi = 1 nije rexeǌe karakteristiqne jednaqine to je k = 0. Tako�e, va�i
m = max{2, 0} = 2, pa je oblik rexeǌa poqetne nehomogene jednaqine dat sa

yp = ex(Ax2 +Bx+ C).

Diferenciraǌem je daǉe
y′p = ex

(
Ax2 + (2A+B)x+ (B + C)

)
,

kao i
y′′p = ex

(
Ax2 + (4A+B)x+ (2A+ 2B + C)

)
.

Zamenom y′p i y′′p u polaznu jednaqinu, nakon sre�ivaǌa dobijamo da je

2Ax2 + (6A+ 2B)x+ (2A+ 3B + 2C) = 4x2.

Izjednaqavaju�i odgovaraju�e koeficijente uz 1, x i x2 sa obe strane jednakosti dobijamo sistem

2A = 4
6A +2B = 0
2A +3B +2C = 0

,

qijim rexavaǌem dobijamo A = 2, B = −6 i C = 7. Dakle, partikularno rexeǌe je

yp = ex(2x2 − 6x+ 7),

odakle je opxte rexeǌe date jednaqine

y(x) = C1 + C2e
−x + ex(2x2 − 6x+ 7).
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3. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′′′ − y′′ = 12x2 + 6x.

Rexeǌe. Iz karakteristiqne jednaqine

λ3 − λ2 = 0 ⇔ λ2(λ− 1) = 0,

dobijamo λ1,2 = 0 i λ3 = 1, pa je opxte rexeǌe homogene jednaqine koja odgovara datoj

yh = C1 + C2x+ C3e
x.

Iz f(x) = e0x((12x2 + 6x) cos 0x + sin 0x) dobijamo da je a = 0, b = 0, odnosno a + bi = 0 xto je
dvostruka nula karakteristiqne jednaqine, odnosno k = 2. Jasno je da je m = 2, pa je rexeǌe
nehomogene jednaqine dato sa

yp = x2(Ax2 +Bx+ C).

Diferenciraǌem dobijamo da va�i

y′p = 4Ax3 + 3Bx2 + 2Cx,

y′′p = 12Ax2 + 6Bx+ 2C,

y′′′p = 24Ax+ 6B.

Zamenom u polaznu jednaqinu dobijamo

−12Ax2 + (24A− 6B)x+ (6B − 2C) = 12x2 + 6x,

odakle, izjednaqavaju�i koeficijente, dobijamo sistem

−12A = 12
24A −6B = 6

6B −2C = 0
,

qije je rexeǌe (A,B,C) = (−1,−5,−15). Tra�eno partikularno rexeǌe je, dakle,

yp = x2(−x2 − 5x− 15),

odnosno opxte rexeǌe polazne jednaqine je

y(x) = yh(x) + yp(x) = C1 + C2x+ C3e
x − x2(x2 + 5x+ 15).

Ukoliko nam je data jednaqina

a0y
(n) + a1y

(n−1) + · · ·+ an−1y
′ + any = f1(x) + · · ·+ fN (x),

gde je svaka od funkcija f1, ..., fN odgovaraju�eg oblika

fi(x) = eaix [Pm1,i(x) cos bix+Qm2,i(x) sin bix] , i = 1, ..., N,

tada �emo odrediti partikularno rexeǌe ypi
za svaki od problema

a0y
(n) + a1y

(n−1) + · · ·+ an−1y
′ + any = fi(x), i = 1, ..., N,

pa �e opxte rexeǌe polaznog problema biti dato sa

y = yh + yp1
+ · · ·+ ypN

,

gde je yh rexeǌe homogene jednaqine koja odgovara datoj nehomogenoj jednaqini.
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4. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′′ + y′ = x2 − e−x + ex.

Rexeǌe. Rexeǌa karakteristiqne jednaqine su λ1 = 0 i λ2 = −1, pa je opxte rexeǌe homogene
jednaqine dato sa yh = C1 + C2e

−x. U ovom primeru imamo da je f1(x) = x2, f2(x) = −e−x i
f3(x) = ex, xto su sve funkcije tra�enog oblika. Za svaku od ǌih nalazimo odgovaraju�e
partikularno rexeǌe:

Za f1(x) = x2 imamo da je a = b = 0, odakle je k = 1 (a+ bi = 0 je jednostruka nula) i m = 2, pa
je yp1

= x(Ax2 +Bx+C). Dvostrukim diferenciraǌem yp1
i zamenom u jednaqinu dobijamo da je

3Ax2 + (6A+ 2B)x+ (2B + C) = x2,

odnosno imamo sistem
3A = 1
6A +2B = 0

2B +C = 0
,

qijim rexavaǌem nalazimo A = 1
3 , B = −1 i C = 2. Partikularno rexeǌe je yp1

= x
(
1
3x

2 − x+ 2
)
.

Za f2(x) = −e−x dobijamo a = −1, b = 0, odakle je k = 1, pa je yp2
= xe−x · A. Daǉe je

y′p2
= A(1− x)e−x i y′′p2

= A(x− 2)e−x. Zamenom nazad u jednaqinu imamo da je va�i

A(x− 2 + 1− x)e−x = −e−x ⇔ A = 1,

pa je yp2 = xe−x.

Za f3(x) = ex je a = 1, b = 0, pa je k = 0, odnosno yp3 = Aex. Odatle je y′′p3
+ y′p3

= 2Aex = ex, pa

je A =
1

2
i yp3

=
1

2
ex.

Konaqno, za opxte rexeǌe va�i

y = yh + yp1
+ yp2

+ yp3
= C1 + C2e

−x + x

(
1

3
x2 − x+ 2

)
+ xe−x +

1

2
ex.

Metoda varijacije konstanti

Pretpostavimo opet da imamo jednaqinu

a0y
(n) + a1y

(n−1) + · · ·+ an−1y
′ + any = f(x),

pri qemu funkcija f(x) vixe ne mora biti oblika (12). Ako je yh = C1y1+· · ·+Cnyn opxte rexeǌe
odgovaraju�e homogene jednaqine, tada �emo rexeǌe polazne nehomogene jednaqine tra�iti u
obliku y = C1(x)y1+· · ·+Cn(x)yn, gde nepoznate funkcije C1(x), ..., Cn(x) (odnosno ǌihove izvode)
odre�ujemo iz sistema

(13)

C ′
1y1 + · · · + C ′

nyn = 0
C ′

1y
′
1 + · · · + C ′

ny
′
n = 0

...
...

C ′
1y

(n−1)
1 + · · · + C ′

ny
(n−1)
n = f(x)

 .
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5. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′′ + 6y′ + 9y = e−3x lnx.

Rexeǌe. Na osnovu karakteristiqne jednaqine λ2 + 6λ + 9 = 0 ⇔ λ1,2 = −3 dobijamo opxte
rexeǌe homogene jednaqine y = C1e

−3x + C2xe
−3x. Rexeǌe polazne jednaqine �emo tra�iti u

obliku y = C1(x)y1 + C2(x)y2, gde se C ′
1 i C ′

2 odre�uju iz sistema

C ′
1e

−3x + C ′
2xe

−3x = 0
C ′

1(−3e−x) + C ′
2(1− 3x)e−3x = e−3x lnx

}
,

odnosno
C ′

1 + xC ′
2 = 0

−3C ′
1 + (1− 3x)C ′

2 = lnx

}
.

Jednostavno se dobija C ′
1(x) = −x lnx i C ′

2(x) = lnx, odakle je

C1(x) = −
∫
x lnx dx = −

(
x2

2
lnx−

∫
x

2
dx

)
=
x2

4
− x2

2
lnx+D1,

odnosno

C2(x) =

∫
lnxdx = x lnx−

∫
dx = x lnx− x+D2.

Zamenom nazad u formulu za y, imamo da je tra�eno opxte rexeǌe

y =

[
x2

4
(1− 2 lnx) +D1

]
e−3x + [x(lnx− 1) +D2]xe

−3x.

6. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′′′ + y′ = sinx+
1

sinx
.

Rexeǌe. Koreni karakteristiqne jednaqine λ3 + λ = 0 su λ = 0 i λ2,3 = ±i, odakle je opxte
rexeǌe homogene jednaqine

yh = C1 + C2 cosx+ C3 sinx.

Opxte rexeǌe nehomogene jednaqine �emo tra�iti u obliku y = C1(x) + C2(x) cosx + C3(x) sinx,
gde C ′

1, C
′
2 i C ′

3 nalazimo iz odgovaraju�eg sistema:

C ′
1 +C ′

2 · cosx+C ′
3 · sinx = 0

−C ′
2 · sinx +C ′

3 · cosx= 0

−C ′
2 · cosx−C ′

3 · sinx = sinx+
1

sinx

 ←−
·(− cos x

sin x )

+

odnosno
C ′

1 +C ′
2 · cosx+C ′

3 · sinx = 0
−C ′

2 · sinx +C ′
3 · cosx = 0

C ′
3

(
−cos2 x

sinx
− sinx

)
= sinx+

1

sinx

 .
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Iz posledǌe jednaqine je C ′
3(x) = −(sin2 x+1), odakle dobijamo i da je C ′

2(x) = − sinx cosx− cosx

sinx
,

odnosno C ′
1(x) = sinx+

1

sinx
. Integraǉeǌem dobijamo nepoznate funkcije:

C1(x) =

∫ (
sinx+

1

sinx

)
dx = − cosx+

∫
dx

sinx
=

⌈
t = tg

x

2
, dx =

2dt

t2 + 1

⌋
= − cosx+

∫ 2
t2+1
2t

t2+1

dt = − cosx+

∫
dt

t
= − cosx+ ln |t|+D1

= − cosx+ ln | tg x
2
|+D1,

C2(x) = −
∫ (

sinx+
1

sinx

)
cosxdx =

⌈
t = sinx

dt = cosx dx

⌋
= −

∫
t+

1

t
dt = −

(
t2

2
+ ln |t|

)
+D2

= − sin2 x

2
− ln | sinx|+D2,

odnosno

C3(x) = −
∫ (

sin2 x+ 1
)
dx = −

∫ (
1− cos 2x

2
+ 1

)
dx

= −3

2
x+

sin 2x

4
+D3.

Konaqno, opxte rexeǌe poqetne nehomogene diferencijalne jednaqine je

y =
[
− cosx+ ln | tg x

2
|+D1

]
+

[
− sin2 x

2
− ln | sinx|+D2

]
cosx+

[
−3

2
x+

sin 2x

4
+D3

]
sinx.
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