PyHKIMje KOMIOJIEKCHE IIPOMEHJBLUBE

Cryn roMmmiekcHux OpojeBa osmauaBamo ca C. FberoBu esmemenTu cy obmuka z = T + iy, rme cy
z = Rez m y =Imz 6GpojeBu KOje penoM 30BEMO peaskum U UMGZURGPHUM TEJIOM KOMILIEKCHOT Opoja

z, IOK je i nMarmHapHa jemuuuna, onpebena ca i2 = —1.
CBakoM KOMIIJIEKCHOM OpOjy 2z OAroBapa KOWjyzo8aHO KoMnNiekcHu Opoj Z = x — iy. JemHOCTaBHO
. z+z B=25
[DOOUjaMO Ia BAKU T = 5 uy= 5
7

Komniercue 6pojeBe hemo rpaduysn npencraB/baT y KOMIJIEKCHO] PaBHU, IPX YeMy heMmo Ha ocama
pemoM O3HAaYaBaTH peajHe U MMarvHapHE [ejioBe cBakor Opoja. Ilpeko moiapHmX KoopauHaTa je
T = pcosp m y = psing, vae je p = /r2+y? pacrojame O6poja DO KOOPAMHATHOTL MOYeTKa. 1o
pacrojame ce oIl 30Beé U M00yo KOMILIEKCHOT Opoja, 1 o3HadaBa ca |z|. Yrao ¢ € [0,27) ce o3nauasa
ca argz ” 30BEMO ra 24a8HuM 0eaoM apeymenma Opoja z, ok ce ckyn Argz = {argz + 2kn | k € Z}
30Be€ apryMeHT KOMILIEKCHOr Opoja z. Kommiercan 6poj z = 0 Hema meduHMCAH apryMeHT.
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Tpuronomerpujcku obauk 6poja z je z = p(cos ¢ + isinp) = |z| cis(arg z). Excnonennujanna ¢yHrmmja
—_———

cis ¢
ca m3iao:KuoueM iy, ¢ € R ce medunume rao
o . P
@ = e’ =cosp+isiny,
7 oBa ()YHKIMja MMa MHOTA CBOjCTBa Ha KOja CMO HABUKJIU OX ,00uuYHe” EKCIIOHEHIMjajHe (YHKIW]je
kao mto je €0 =cos0 +isin0 =1,

1 1
cosp+ising  ei?’

e " =cosp+isin—p=cosp—isinp =
OIHOCHO

e . e = (cos p + isinp) - (costp + isin)
= (cos ¢ cos ) — sinsin) + i(sin ¢ cos P + cos @ sin )
= ilety),

a Basku 1 e (P12hm) — piv . 2km — oip gy €| = |cosp +isinp| = 1.



Excnonenyujasnu obauk KOMILIEKCHOT 6poja je z = p- e = |2]e'8%. Axo je 21 = p1e'¥! u 29 = pye'¥?,
Tana je z1-zp = p1p2e’P1T92) |y Basu |21 22| = |21]-|22], omHOCHO Arg (21 -22) = Argz; +Argze. Takobe,
BaskH 2" = p"e'™? = p(cosnp + isinng). Popmyma (cosp + isin )™ = cosny + isinng je mo3HATA KO
Moaeposa popmyna.

1. Onpenuru ciaenehe ckynmoBe Tavyaka y KOMIIJIEKCHO] DAaBHU:
(1) Rez < 1;

™
53
(3) |z — 241 =3.

(2) % <argz <

Pewemwe.
(1) Axo 3anumemo z = x+iy, onga je gatu yciaos Moryhe 3anucatu kao ¢ < 1, ITO ce y KOMIJIEKCHO]
PaBHU MOKe MPEINCTABUTUA Ka0 HA CJIULU.

Im
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(2) Hara obuact je o3HAUEHA HA CIIMIM.

——— i ——— —— —




(3) Yronuko je z = z + iy, Taxa je |z — 2+ i| = 3 ekBuBasersHo ca |[x —2+i(y+ 1) =3 <
(x —2)2+ (y + 1)? = 32, ogHOCHO pamu ce 0 KPYTy Ca MEeHTPOM y 2 — i U HOJTYIPEIHIKOM 3.

Im

2. Ogpemutu cienehe ckymoBe Tavaka y KOMIIJIEKCHO] DABHU:
(1) |z =i <25
(2) z-1>1;

(3) 1<|z—1—i|<2.

Pewemne.

TpaskeHN CKyIOBU Tadaka Cy O3HAYEHUM Ha CIMKaMa y HACTaBKY.

Im
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I'panuuna epedrnocm KoMIIIeKCHOT HU3a (2,) = (T, + iy, ) je KOMIIEKCaH 6POj @, aKO 38 CBAKY OKOJIAHY

TauKe @ BA¥KHU & CE Y HEHO] CHOJbAIlBbOCTA HAJA3W CAMO KOHAYHO MHOTO WIAHOBA TOT HU3A. llumemo

crapgapmao lim z, = a. Hus (z,) KOHBEprupa ako m caMO aKO KOHBeprupajy HuzoBu (x,) u (y,), u
n—oo

Tana Baxkn lim z, = lim z, + ¢ lim y,.
n—oo n—oo n—oo

3. lcnuraTty KOHBEPTreHNN]y HU30BA:

(1) 2z =(—1)"+1

)

n+1
n
2 n — )
( )Z n-+1
—1)"
(3) zn=1—|—z( n2) .



Peweme.
(1) Homro je x, = (—1)" AUBepreHTaHn HU3, TO U Z, AUBEPTUDA.

(2) Nmamo majupe ma je

Kako je

To je lim 2z, =1+:-0=1.
n—oo

(3) Jacuo je ma je lim (=1

5— =0, ma je lim z,=1+4+4i-0=1.
n—soo N n—oo

4. Jlokazatu na je lim (1 + E) = e”.
n

n—oo

Pewewne. Buaumo majupe ma Baskum

ip
pe,

)2 2 2zn + 2% + y? 1/2
o T - (2 e)”
n n n

roe je

Oparne je
lim (1 + 7) = lim p"- lim ¥ =¢” ¥ ="t = ¢,
n—oo n n—o00 n—oo

jep je ucmymeHO

2 2 2 %
lim " = lim <1+M+I+y>

n— 00 n— 00 n2

2enta?4y? n
2

n2
1 2zn+ta24y2 n2
= lim (14+ ——
n
n—oo _

2xn+x2+y?
lim 2;L-n+1'2+y2
= gn—o 2n — e-”"7
Kao n
. T y . Y
lim ny = lim n-arctg = lim t-arctg —
n—oo n— o0 n—+x t—+oo t+x
o (ot
N €= N G0 . t%y
= lim ' T = lm ————> =y
t— oo — t—+o00 (t +x)+y



Bunenu cmo rako cMO nmepumHUCAIN €KCIOHEHIUjaJHy (YHKIH]y 3a apryMeHT obiwmka ip, ¢ € R.
IIpuponsO ce Ta medpumHHUNIUja DpPOLy:KaBa 3a CIydaj Kal je apryMeHT IPOM3BOJLAH KOMILIEKCAH OpOoj
z=x+1y:

eF = et = % . ¥ = ¢%(cosy + isiny).

AHaJOrHO Ciyyajy eKCIOHEHIMjadHe (YHKIUje, U CBE OCTAJE PEeaJlHe eJeMeHTapHe (QyHKIUje ce MOry
VOIIITUTHY TAKO na Oymay mnepuHUCAHE 38 KOMIIJIEKCHE BPETHOCT apryMeHTa z. 3a HEKe jeé TO YOIIITEHe
KpajE-e jeQHOCTABHO, Ila Ce TAKO HIP. IOJIWHOMCKE (PYHKIUje Ne(GUHUITY Kao

P(z)=apz" +a12" ' 4+ +ap_12+ag, a;€C, z€C,

. P(z . .
U, HOCJIEeANYHO, panroHaJHe PyHKuUje kao R(z) = L z € Z, 1OK je 3a Heke (QYHKIUje TO YOIIITEHe

Q(2)’

MaJIo Cyl'ITI/IJ'IHI/Ije. PaBMOTpI/IMO CUHYC 1 KOCHUHYC: ITomro Basku

e = cosp + isiny

et :cosgo—isingo}’ vER,

e 4 e~ el — =i

TO Ce JIaKO M3parkaBa Ia je cosp = , OMHOCHO sinp = , 34 peaJlaH apryMeHT (.

2 2
Ha ocuoBy oBora hemo ne¢rancarn cunyc n kocuuyc Ha ckymy C kao
eiz _ efiz eiz + efiz
sinz = —————, OMOHOCHO COSZz = ————
29 2

Kommekcuy ¢yurmujy hemo rpaduykn HajjeJHOCTABHUj€e IPEACTABUTY IPEKO ABE KOMIIJIEKCHE DaBHU,
mTo heMo neMOHCTpMpaTH y HapenHA IBa IPUMEDPA.

5. dymrmujom f(z) = 22 mpecauratu npasy 1+ iy, y € R.

Pewemwe. Wvamo ma je f(1+iy) = (1+iy)? =1—9%>+2iy. Axoje X =1—9> u Y = 2y, onna je
f(1+iy) = X +iY. Jlako mobujamo Besy Y2 = 4(1 — X), mro mpeacrasma mapabory y (X,Y) pasau.
Ha mapennoj ciaunu je rpaduuky IpencTaB/beHO HATO NMPECINKABAHKE, Ca HA3HAUEHUM HEKUM TadKaMa

" BUXOBUM CJIMKaMa.
Y
Yy 1+iy \‘ 2

A

1+

/ 2

6. dyurnujom f(z) = e npecauraru npasy 1+ iy, y € R.



Peweme. Bazu f(1 +iy) = e!T¥ = el . e = e(cosy + isiny) = ecosy + iesiny = X +iY. WUz
X =ecosy, Y = esiny caemu na je X2+ Y? = e2, mro npencrasma kpyswauny y (X,Y) pasam. Omer
hemo rpaduykyM NpeACTABUTU OBO MPECIUKABAE, IPU UEMy CMO HAjupe yTBDIUIU HEKE BPEIHOCTHU U
BUXOBE CIMKE:

f(1) =e(cos0+isin0) = e,
f(l:tg :e<cosf—i—zsm2>::|:ie,
f(1+im) =e(cosm + isinm) = —e,
f(l4+i-2m) = e(cos2m +isin2mw) = e.
Y
A
1+4-27m
Y
A
1+ ie
e
1425
1 " e € X
1_127’: \‘
—te

O

Ha ocHOBY nuckycuje O €KCIOHEHIMjaJHOj (YHKIMjU, KAO0 U NPETXOAHOI NPHMEpPa, BAAUMO Oa je
e = e*1t2+™ I € 7. onHOCHO GECKOHAYHO MHOTO TAUYaKa (2,2 £2mi, z £ 4mi, ...) ce TOM (YHKINI]OM CIUKA
y jemny Tauky w = e”. To maMm mpasu mpobieM Koz KiIacudHOr onpebhuBama mHBEp3HE (QyHKUUjE.

Mu hemo 3aTo mepunucarn TaxkosBany suwesiauny pyHkmuje Ln(-) Koja ciamka Tauky w y CBE Taudke
z TaxBe na je e = w. Taxo mepuuHmMcana (QyHKIUja je yOoHImITEHme jJorapuraMcke ¢yuxuuje I'pany
oyurmuje Ln(-) 3a xojy je Im(Lnw) € [0,27) HA3MBAMO 24468HOM 2PAHOM JIOTAPDUTAMCKE (YHKIUjE U
o3HauasaMo je ca In(-). 3anpaso, uMaMO na BaKU

ILnz=In|z|+i-Argz, z#0,
OJTHOCHO
Inz=Inl|z| +iargz, z#0,

rae je In(-) ca mecHe crpaHe NPETXOMNHUX jeIHAKOCTU CTAHIADAHA JOTAPUTAMCKA jeTHAUMHA DEAJHEe
NPOMEHJBUBE.

YomnmreHa cremeHa ¢yHKuuja z — z® je Takohe Bume3HauyHa (QYHKIMja, U MOTUBUCAHU 3HAKLUMA U3
peasHOr caydaja (2% = e?™?) nepumumenmo je kao 2% = e*tnNZ z £ (.

7



7. Uspauynatu Lni, In¢, Ln(1 +¢) u In(1 + 7).

Pewewe. Ilpema medpumunuju jsorapuTaMcke QyHKOUje BayKU
Lni = In|i| + iArg(i) = In1 +z(g + ka) - z(g + ka), kel
Jacno je ma je Ini=1i5. Hame, Baxn
. . . . als
In(l+14) =1In|l 44| +iArg(l +4) = ln\f2+z(z +2k7‘r), keZ,

omsocHo In(1 + ) zln\/i—&—i%. O
8. UspauynaTu i’

Pewewe. Ha ocHoBy medpumHunuje crenesHe QpyHKIUje U IPETXOMHOT 3aATKA j€

ii = ei Lni _ ei'i(%Jrzkﬂ') — e*(%+2k7r).

]

dyurnmje ca kojuma heMo ce UecTo cpeTaTu Cy runepbosuvke TPUIOHOMETPHUjCKe (PyHKuUje. Xwumep-

z —Zz z —Zz
&F =@ & e
OOJIMUKY CUHYC M XUIIEPOUINYKU KOCUHYC ce penoM nepuuumy kao shz:= ——— nchz = ————
) ) 2 2

OCHOBHU MIEHTUTET KOjU OHU 3a10BOJbaBajy je ch®z —sh®z = 1.

9. Ilokazatu na je siniz =ishz u cosiz = chz.

Pewewe. Wmamo na je

o ei~iw _ e—i‘ia: e~ — et o et — e )
sinix = - = - =1 - =1ishz,
24 21 2
OTHOCHO
ei‘iw _'_e—i‘iz e % + %
CoSix = = =chux.
2 2

(]

I'parnyna BpegHOCT QyHKNMje KOMIIJIEKCHE IPOMEHJBUBE Ce Me(PUHUIIE CIIUIHO KAO0 Y CIyYajy IDaHUJHE
BpenHoCcTH ¢yHKIUje peasne mpomenmuBe: bpoj A € C je rparmmvna BpegHocT ¢yHKIUje f y Tauku
[e]

Z = a akKo 3a cBaky OkoaumHy V Taure A, mocroju mpobymena oronuHa U Tauyke a, TAKO Oa BaKU
o

f(U) Cc V. Tana numemo
lim f(z) = A.

z—a

Axko je f(z) = f(z+1iy) = u(z,y) +iv(z,y), u 20 = xo + 1Yo, OHIA rpannyHa Bpensoct lim f(z) mocroju
zZ—20
ako mocroje lim wu(z,y) mu lim v(x,y) u Tana Baku
T — To T — o
Y — Yo Y — Yo

lim f(z) = lm wu(z,y)+i lim v(z,y)
zZ—20 T — To T — To
Y= Yo Yy = Yo



3a pyHEIUjy f KaskeMo na je HeIpeKuIaHa y Tadku z = a yKoauko je lim f(z) = f(a). Kao u y peaxnom
z—a

ciIyJajy, eJeMeHTapHEe KOMILJIEKCHe (YHKIMje Cy HEeIpEeKuIHe Ha ob0jacTuMa rae cy AeduHucaHe, IpU
ueMy BpeIr HATIOMEHYTHU ma (GyHEuuje z — |z|, z+— Z, z +— Rez u z — Im 2z HuCy ememenTapue.

10. Vcouratu ma au mocToju lin%) f(2), ako je:
z—>

(1) f(z) = R|(|)
@) £(z) = ||
x3+y3

3) flx+iy) = + (1 + zy).

x2 + y?

Pewewe. (1) Baxn

He) = f(o 4 iy) = D@+ @)") _ Re(@® +20iy —y") _2* —y*

|z +iy[2 22 4 y? a2y "
~—— v(z,y)
u(z,y)
Bumnmo ga je u(0,y) = —1 m u(x,0) =1, ma  lim  ©He mocroju, Te He moctoju HU lim f(2).
(z,5)—(0,0) 2—0
(2) ¥ oBoMm npumepy je
f( ) (.’1?+Zy>2 1‘2 _y2 + 2.’1?:[/
zZ) = = 1 )
IL'2 +y2 I2 +y2 I2 +y2
——— ———
u(z,y) v(z,y)
IIa HOINTO, KA0 y IPETXOTHOM IIPUMEDY, lim  wu(x,y) e nocroju, To He mocroju HU lim f(2).
(w,y)—(0,0) z=0
3 .3
(3) Heka je u(z,y) = ; ::—_zz Bumnmo na Basku
3.3 2 2
’+y |l y 1yl
0< < — 0, ,y) — (0,0),
_x2+y2 _x2+y2+x2+y2_|m|+|y‘ (xy) ( )
OaKJe 3aKbydyjeMo na je lim =0
(@,y)—(0,0)

N3Bon pyHKIMjEe KOMIJIEKCHE IPOMEHJBVIBE

H3600 ¢yHENUje KOMIIEKCHE NIPOMEHJPMBE Ce OepUHUIIE AHAJOTHO U3BOLY (YVHKIUjEe peajHe

. flzo0+ Az) — f(z0)
s i = ]
npomenmuse:  f'(zg) i A
u3BO pyHKIUje f y TAUKM 2z = 2y, OHIA KaskeMo Ha je ¢pyHrnuja f dufepenyujebuana y TOj Tadru.

, aKO Ta I'PAHUYHA BPEIHOCT MOCTOju. AKO mocToju

Axo je ¢pymrumja f : z = x + iy — u(z,y) + wv(zr,y) mudepennujabuina y TAuKM zg = Zo + iYo, TALA
IOCTOj€ MapUujajHy U3BOMM (YHKIMja u 1 v y Tadku (Tg,Yo) U Baske T3B. Kowwu-Pumanosu ycioBu:

U;(I(),yo) = U;(Io,yo) u u;(iﬂovyo) = *U;/c(l’o,yo)-



O6puyTO, ako cy u u v mudepeHnujabunne y tadku (Zg,Yp) U y TOj TAUKM Cy UCHyHmeHM Komu-
PumanoBu ycnosu, tama je ¢yermmja [ : x + iy — u(x,y) + iv(x,y) mudepeHnmjabunna y Tadyku
To + 1Yo-

[IpaBuina mudepenmupama (M3Box 30upa, OPOM3BOJA, ...) U Aajbe Baske, Kao W Tabiuma U3BOIAA

enemMenTapHuX GyHKIMja, Te je u mame (2%) =az’"!, (sinz)’ = cosz, (cosz) = —sinz, (tgz) = —
cos? z

ura. Umamo na je ucnymeno u (shz)’ = chz m (chz) = shz mTo ce memocpenno mposepasa u3

IepUHUNMja OBUX (YHKIH]ja.

3a QYHKIUjy KaKeMO HA AHGAUMUYKG (Pe2yrapra/TosomopPna) y Tauku z = zp ako je Au(epeHIuja-
OunHa y z9 M HEKOj OKOJIMHU Tauke 2p. Heka cy f m g nBe aHamuTuure QyHKIUje Y TAYKUA 2 = Z) TaKBE
na je f(z0) = g(20) = 0. Aro je ¢'(20) # 0, Tana Baskn anasorod JlonurasosBor npaBuia 3a QyHKIU]je
KOMILJIEKCHE IIPOMEHJbUBE:
!/
9 z . z
tim 13 _ o £

z—z0 g(z) z—z0 g’(z)7

aKO JVMeC Ha HECHOj CTPaHU IOCTOjU.

11. Ucnuraru nudepennujabunuoct dyuruuje f(z) y Tauku z = 0, ako je:

(1) f(2) = |2[Rez;

(2) flz) =2
Pewewe. (1) Baskn

lim f(O+Az)— f(0) lim ry/x? +y? lim x\/x2+y2(x—iy)

Az—0 Az Catiy—0 iy (2)—(0,0) x2 4 y2

= o0 ?:c? T2 e R00) ;E T2
jep je
22
0< —— < |2[ >0, 20,
/$2+ 2

OTHOCHO

0wl 2?4y VaPty?
T Va2 4y T 222 42 2

Ilakne, ¢pyHKIMja U3 OBOT IpUMepa jecTe nudepeHnujadbuina y tauxu 2z = 0.

=0, (z,y) — (0,0).

(2) Axo y f(z +1y) = x — iy osmaummo u(z,y) = = n v(x,y) = —y, OHAA 300T U, # v, 3AKLYUyjeMO
na ¢pyekuuja f Huje mupepennujabunna y z = 0.
1 1
. | — — =, 2#£0
12. Ucnuraru perymnaproct ¢pyusnuje f: C — C, ako je f(z) = slmz 2 .
0, z=0
Pewemne. CBaka OCHOBHA eJeMeHTapHA (YHKIUja je aHAJUTUYKA y CBOjOj 00JIacTU mAehUHUCAHOCTH.

10



Crora, ¢pyurnuja f(z) je perymapna 3a z # 0. Kako je
1 1
z)— f(0 Lo o z—sinz 9 . 1—cosz
(2) f():hmbmz 2 — 5 Z lim - 3
2—0 z z?sinz nm z2—0 2zsin z + 22 cos z
sin z g Cos 2
= = lim - 5 = -,
nm z—06cosz — 6zsinz — 22 cos z 6
O

lim
z—0 z
= lim — 5
z—0 2sinz +4zcosz — z?sin z
ma ¢pyukuuja uma m3Bon y z = 0. Cuemu na je nara ¢yHKIUja peryjapHa y IeJ0j KOMIUIEKCHO] DaBHU.

13. Hexa je f(z+iy) = u(z,y)+iv(z,y) anamuruaka 3a = # 0. Oapemutn v(z,y) ako je u(x,y) = In|2|2.

u(z,y) =z +iy]> = In(2? + y?),

Pewewe.  Ilpe cBera, Baxku
r 2x r 2y
7x2_|_y2’ Uy7x2+y2.

oJaKie je
, 2z .
I = ———, OaKJe je
=T 24y J

Ha ocuoy Komu-PumanoBux yciaosa je v,’y =u
dy = 2z - — arctg L o(z) = 2arctg = + ¢(x).
x x

2x
v(z,y) = m
1 2y ’

_xz —|—y2 + (1‘)

Yy

hez i (5) oo -

Oparie nobujamo ma je
omarue je ¢'(x) =0, ogrocuo ¢(z) = C, na je

O

!/
Yo

M3 Komwu-Puvanosux ycnosa je v, = —u
_ Y
v(z,y) = 2arctg = + C.
x

14. Oppenuru cBe anamuTuuke ¢pyHruuje f :x + iy — u + w Taxse na je v(z,y) = e®siny + coszshy.

., TO

= Uy,

Wmamo ma je v, = e” siny—sinzshy u vy = e® cosy+cosxchy. U3 Komu-Pumanosux ycnosa

Pewemwe.
je ul, = e® cosy + cosz chy, omakue je
u(z,y) = /(ez cosy + coszchy)dx = e” cosy + sinzchy + p(y).

+C.

Cana je uy, = —e®siny +sinzshy + ¢'(y), na nomro u3 Komu-Pumanosux ycnosa sasu u,
jemrocrasHo mobujamo ma je ¢'(y) =0, omrocuo ¢(y) = C
Iakie,
f(z) = f(z+iy) = e"cosy +sinzchy + i(e” siny + cos zshy)
11
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[um mam je ma m3apasumo f caMo TpeKo z, 3a mTa he HaM 6utu morpebua ompebema ymemuoct y
cpebuBamy uspasa:

f(z) = e®(cosy +isiny) +sinzchy +icosaxshy + C

_ ey et — T ¥ 4 7Y Z_e” e oY —eTY e
B 2i 2 2 2
. 1. . . _
="t 4 E((e” —e ) (e +e V)= (e +e ) (e —e V) +C
1, . . i(ztiy) _ o—i(zt+iy)
:ez—i—g(e”-e_y—e_””-ey):ez+e 2: +C
eiz _ e—iz )
:ez—i—T—FC’:eZ—i—smz—&—C.
i
HATIIOMEHA: Ilomro je y (1) 3a z = € R, omaocuo y = 0, ucnymeno f(z) = e* +sinx+ C, u
¢yurmmja f je merna, To ce Moke 3akmyuuru na je f(z) =e* +sinz + C. ]
sin 2z

15. Oxppenutu cBe anamuTuuke ¢yHruuje f : x + iy — u + w Takse na je u(r,y) = —————————.
cos 2z + ch 2y

Pewewe.  Baxu
,  2cos2x(cos2x + ch2y) —sin2x(—2sin2z) 2+ 2cos2x ch 2y
U, = =
’E (cos 2z + ch 2y)2 (cos 2z + ch 2y)?’
" in 2 2 sin 2z sh 2
, — sin 2z —2sin 2z sh 2y
= -2sh2y = .
“y (cos 2z + ch2y)? ey (cos 2z + ch 2y)?
W3 Komu-Pumanosux ycnosa je v, = —uj, onakmie je
—2sin 22 sh 2y (cos 2z + ch 2y), dz sh 2y
= — dez = —sh?2 L = .
v(z,y) / (cos2x + ch2y)? * ® y/ (cos2x + ch2y)? cos 2z + ch 2y + W)

Iame, n3 Komu-PrmanoBux yciosa je

, , _ 2ch2y(cos 2z + ch2y) —sh2y - 2sh2y

— — ’
Yo = Oy (cos2x + ch 2y)? +¢')

2 cos 2 ch 2y + 2(ch? 2y — sh? 2y) _ 2cos2wch2y+2

= / =
(cos 2z + ch 2y)? ¢ ) (cos 2z + ch 2y)?

/

+¢'(y) = up +¢'(y),

omakie 3arkmydyjemo na je ¢’ (y) =0, ommocuo ¢(y) = C. Hakae, Basku

+ Ci.

) sin 2x ) sh 2y sin 2z + i sh 2y
o+ = ( )-

cos 2z + ch 2y cos 2z + ch 2y ~ cos2x +ch2y
Axo ce mpucetrMo 9. 3amaTka U aAUOUOHUX Gopmyia, nmahieMo na je

sin 2z + sin 2iy Ci 2sin(x 4 iy) cos(x — iy)
_— 1 =
€08 2x + cos 2iy 2 cos(z + iy) cos(x — iy)

flz+1iy) = + Ci = tg(x + iy) + C4,

omuocHO f(z) =tgz+ Ci. ([
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NuTerpan ¢pyHKIUje KOMIJIEKCHE IIPOMEHJbUBE

3a ¢yurunjy f:[a,b] — C maty ca f(t) = u(t) + iv(t), t € [a,b], urTerpan ce nedpuaUmE KAO

b b

/bf(t)dtZ/u(t)dt-i-i/v(t) dt,

a a

e ¢y u u v ABe mHTerpabuiHe ¢yHKmmje Ha [a,b]. Axo je v riarka KprBa y KOMIUIEKCHO] DaBHH,
nata ca v = {z(t) | z(t) = z(t) + iy(t), t € [a,b]} n f HempermaHa KOMIUIEKCHA (yHKIUja NedUHECAHA
Ha 7y, Tajga ce mHTerpaj ¢yHkruuje [ mysk KpusBe 7y AeUHUIIE KaO

JECLS / F=)2' () at.

Axo cy f u g unTerpabunne ny:x kpuse v u «, § € C, Tana Ba:xku

[@s@ + 89z =a [ 1@)az+5 [ g(2)a

Y

Ako je ¢ymrmumja f mHTErpabuiHa HA KpPUBAMa Y] W 72, W OPU TOME Ce Kpaj KpPUBE 7; MOKJIANa Cca
IIOYETKOM KPUBE 73, TAJIA je

/ f(z)dZ:/f(z)dz+/f(z)dz.

Y1U72

Y 3amamuma heMo yBek MMaTW TPENU3UpaHy OPUjEeHTAIjy KpuBe Oy Koje ce ompebyje BpemmoCT
UHTerpaJia. Y KOJMKO je KpuBa Koja je mara Heka koHTypa C koja orpanuuaBa obisact D, omma je
MO3UTUBHA OPUjEHTAIMja OHA OpUjeHTallja TaKBa ma Kal ,,00uimaszumo”’ KOHTYpy, obmact D yBek
ocraje ca sesBe crpane. CynporHa opujeHTanuja je HeraTwuBHA. lIpoMeHa opujeHATIUje KPUBE MEHha,
3HAK WHTErPAJa.

1. UspauynaTu / Im(z)dz, rne je C = {z | z =3¢, t€[0,7/2]}.
CHF

Pewewe.  Iara xkpuBa C je o3HAUEHA HA CIWIN:

Im

13



Ako je z = z+iy, Tana je x = 3cost m y = 3sint, omnocuo dz = (—3sint+i-3cost) dt u Im(z) = 3sint,
OaKIe je

/2

/Im(z)dz: /Im(z)dz: /3Sint-3(—sint+icost)dt
0

w/2 /2
f/sin2tdt+i/sintcostdt
0

0

w/2 /2
_9 /(1(305%) dt+z‘/sintd(sint)
2 2
0

0

9 t sin2t ﬂ/2+ sin? ¢ |™/? 9 7r+i
= — - — 7 - — R — ).
2~ 4 )|, 2 |, 1772
O
2. Nzpauynaru / (Re(2) + Im(2)) dz, rme je C ={z | || =1}.
c+
Pewewe. Bamu C = {e | t € [0,27]}, ma u3 z = cost +isint cnemu dz = (—sint +icost). Hame je
27
/(Re(z) +Im(z))dz = /(cost+sint)(— sint 4+ i cost)dt
c+ 0
27 27 27 2
:f/costsintdtf/sin2tdt+i/cosztdtJri/sintcostdt
0 0 0 0
_osin?t 71 (t sin2t> 27r+ i <t+ sin2t> T sin? )T
2 |, 2 2 )|, "2 2 )|, 2 |,
=—m(—=1+1).
Im
! C
-1 1 Re
—1
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3. Vspauynatu / Edz7 rae je C ={z |1 < |z| <2, Re(z) > 0}.
z

Pewemne. Kpusy C hemo uznenuru na wetupu nena, C' = C1 U Cy U C3 U Cy, kao Ha caunu. Onpartie
he BamuTn

/de=I1+IQ+.[3+I4,

o
npu yemy hemo wmurerpadge Ii,..., I, onpenuTu y HACTABKY.
Im
—
7~
e Cy
/
/ e 03
/ /
! { 1 2
T
\ \ / Re
\ \
\ So
\ -
AN
N 02
Sel Ch

1. 4 : OBme hemo KpuBy mapaMeTprU30BATHU KAO0 Oa j€ OPUjeHTalrja MO3UTUBHA, I1a NeMO TO KACHUje

, T .
KOHTPOJIMCATH 3HAKOM MHUHYC MCIPeI MHTerpaJta. Baxwm z = 2%, t € —3 5}, onmakie je dz =

2ie", z = 2e~%, ma mmamo ga je
w/2 oo it - /2 /2
I =- / 5ot - 2ie" dt = —2i / (cost —isint)dt = —2i(sint + i cost) = —4i.
e
—m/2 —m/2 —m/2
2. Cy: Bawxu z = it, t € [-2,—1], onakne je dz =1idt, Z = —it. Iame je
-1 -1
—1it
Iz_/fl-idt:—i/dt:—z
it
22 2
it T : it - —it .
3. C3: z=¢" te [—5,5}, omakie je dz =ie'"dt u z =e™ ", ma je
/2 omit ‘ /2 /2
Is = / - cqettdt =i / (cost —isint)dt = i(sint + i cost) = 2i.
e
—7/2 —7/2 —m/2
4. Cy: Baxm z =it, ¢t € [1,2], na je, kao y ApyroM ciydajy,
2 2
I = _—Zcidt:fi/dt:fi.
it
1 1
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Kounauno, Basku

/Edz:f4z’7i+2i7i:74i
y4
o

4. Uzpauynartu / Re(z) dz, axo je C rpamuna obmactu D = {x + iy | 22 +y? < —2z, 22 + y* < 2y}.
o+

Pewemwe.
Bumnmvmo majupe na je Im
Py <2r e (+1)2+72 <1, /// T~
/ \
\
OIHOCHO B ! 1 i
P4yt <2y e+ y—-1)72 <1 o ‘ll |
p /
ObGunact D je o3mauvena Ha chunu. ['pasuny C MOKeMO / C2 | ///
monenutu Ha nBa nena, C = C; Uy, Tako na je \ -1 J Re
I:/Re(z)dz:fl—i—lg, ~~__-7
Cc+
rae cy I; u I, Bpennoctu maTerpasa mysk kpusa C1 u Cs.
1. Cq: Nmamo nma je © = —1 4+ cost, y = sint, t € [0, g}, OmHOCHO 2z = —1 4 cost + i¢sint, onmakmie je
dz = (—sint +icost)dt u Re(z) = —1 + cost. Onarae cnenn
/2 /2
L= / (=1 4+ cost)(—sint +icost)dt = /(sint —sintcost —icost +icos? t) dt
0 0
; sin?t . t—i—i t+sin2t /2 1+,(7r 1)
= —cost— —isint + - =—+il--
2 2 2 0 2 4

, omakie je dz =

3
2. Cy: Basu x = cost, y = 1 + sint, omaocuo z = cost + i(1 + sint), t € l:ﬂ',ﬂ-

2
(—sint 4+ icost)dt u Re(z) = — cost, na Bamku
37/2
) . . 3m/2
Sin“ ¢ sin 2¢
(2) I, = /cost(—sint+icost)dt:(—blr; —|—;<t—|—blr; ))W =§—|—i%.

s
Ha ocHoBy mperxomrux pesyinrata, nobujamo ma je

I=11+12:1+¢(g—1).
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CunrysiapHe Tayke KOMIIJIEKCHE (QyHKIUIje ¥ Pe3uayyMu

Tauke y kojuma ¢yHkmuja f(z) HUje aHAIUTUYKA HA3UBAjy Ce CHHTYJIAPHAM TadkaMa. Tauka 2o
je M30JI0BaHA CHUHIYJApPHA TAdKa WU U30408aNU cuneyaapumem Gyurnuje f(z) axo je Ta ¢yHrouja
aHAJUTUYKA y CBUM TaUKaMa HEKe OKOJIMHE TaUuKe zy CEM y CaMO]j TAYKM zy. VI30JI0BaHU CUHIYJIAPUATET
2o je:

® OMKAOBUB CUH2YAAPUMEIM AKO je lim f(Z) =a # o5
Z—r20

e nos axo je lim f(2) = oo;
zZ—20

® CCEHUUJANHU CUHYAAPUMEM aKO lim He mocToju.
Z—20

ITon zp je mox pena n ako je lim (z — z9)"f(2) = wo # 0. Ilon 1. pena ce HA3UBA U NPOCMUM TIOIIOM.
zZ—r 20

Heka je zp uzonoBanu cunrynapurer ¢pyuruuje f(z). Pesnmyym

¢yurimje f(z) y Taukm 2o ce geduHUIIE KAO Im

Resf(z) = 5 | ()

esf(z) = — z)dz
z2=20 271 ’
c+
C

rae je C KOHTypa Koja orpaHmvaBa o0JIacT y KOjoj ce Hajaa3u
Tauka zp, a f(2) je aHAIUTUYKA y CBUM TadyKaMa HeKe 00J1acTu
koja canp:xu C, ceM y Tauru 2g. V3 mperxomne ¢popmyise mu-
PEKTHO cilequ na je

/ f(z)dz = 2miRes f(z). e

Z=Zz0

Cc+

Baskn u onmruje ox mperxomHor: AKO Cy 21, ..., 2, CBU CUHIYJAPUTETU U3 00JIACTU KOjy OrpaHMYaBa

rourypa C, Tana je

Z=Zk

/ f(z)dz = 27?2'2 Res f(z).
o k=1

Bunumo na mam mperxonaa popmyna omoryhasa ma m3padyHaMO HEKe MHTerpaJie (yHKIUje KOMILIEK-
CHE IPOMEHJBUBE MPEKO Pe3uayyMa. Buiio 6m 3romHo ako OMCMO MOTJIM HEKAKO W CaMe PEe3UIyyMe Iaa
pauyunamo. Ha cpehy, moskemo:

e AKO je zp OTKJIOWUB CHHIyJapureT, ouga je Resf(z) = 0;
Z=Z0

A 0 9 : _ li o n (n—l).
e AKO je zp mox pena n, OHIA je zfiezif(z) e Jim [(z — 20)" f(2)]

Crenujanso, 3a n =1 je Resf(z) = lim (2 — 29) f(2).
z=2zp Z—20

d
5. WspauyraTu / i axo je C = {z +iy | 2% +9° = 2z + 2}.

o+ (22 —1)2(z* + 1)’

Pewemwe. Hajmpe, n3 22 + 9% = 22 +2 < (v — 1)? + 9% = 3 3akmyuyjemo na je C Kpy:xRHHTIA Y
KOMIIJIEKCHO] paBHU KaO HA JATOj CJIWIN.
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Im

z

Bumumo na ¢pymrmuja f(z2) = UMa CUHTYJapUTETe y TadykaMma 21 = 1, 20 =14, 23 = —1 U

A A q)y ) f( ) (22_1)2(22+1) yJ1ap y 1 2 3
z4 = —1, meDhyTumM, Tauka 24 He mpUIALA OEJIy PABHU orpaHumdyeHoM koHTypom C. 3a mpeocrasie Tadke
je jacHo ma Ccy y IUTamlmy MOJIOBU.

z
1° Bawu lim(z — 1)f(2) = lim = 00, ma Tauka z; = 1 Huje moa 1. pema. Ca
z~>1< )f( ) 21 (271)(Z+1)2(2'2+1) 1 ] pen

Opyre cTpaHe, U3

. 2 T z 7&
lim(z =) = lim owerry =5 7 9

crnenu na je z; = 1 mox 2. pena. Pesunyym pauyHaMmo mo ¢popmyiu:

e i ()

(1 (+1)2=(22+1)\ 1. 1 1oy
= lim|( = - = — lim —
2=1\2 (24+1)2(22+1) 2201\ 22+1  (2+4+1)?

Res f(2) = 1 lim ((z — 1)2f(2))" = lim

1 I 2z n 2 1
=—lim|( — =—=.
2251\ (22412 (2+1)3 8

z 1

2° Baxn il_}ml(z—z)f(z) = £1_>H1 12+ 7) =1 % "% # 0, oaKJe 3aKBYUYjEMO Ia je 2o = § MOJ
1
1. pena u Bazku Res f(2) = 3
—1 1
3° Basn Zli)n_ll(z +i)f(z) = Zli>n_1i o 1)22(2 =7 =T (—ZQZ) =3 # 0, omakje 3aKbydyjeMo na je
z3 = —i mou 1. pena u Baskn Res f(z) = 3
z=—1

Ha ocHOBY mpeTxomHOT 3aK/LyUyjeMO 1a BaKu

™

d . /1 1 1
[ =ity =2 (B 0 4 R s+ e 1)) =2mi( g g+ ) =
Cc+

2
z°dz
6. Vzpauynaru / ako je C' KOHTypa Koja He caap:ku Taure 1 m —1.

o+ (2 =1(z—1)%’

18



22

(z—1)3(z+1)
3aBMCHOCTU OJ caMe KOHType, CBaKa O TUX Tauaka MOEke aju U He MOpa mpumazatu obmactu D Kojy
sarBapa kouTypa C. Moryhe curyamuje cy mpeiacTaB/beHe Ha CJIUIM.

Pewewe.  Cunrynapse tauke noguarerpasse gpyurnuje f(z) = cyzr=1lumwz=-1.Y

Im Im
-1 i 1; Re -1 1 Re
Im Im
-1 ’ 1 Re -1 A@iRe

Caakako je jacHO ma cy obe Tauke MOJIOBU, IIa NeMO Hajupe na OApeauMoO pe3umayyMe 3a o0e Tauke.

1° z1 = 1. Basxn
2

1
. . 3 — 1 _ 1
llml(z 1)°f(=) lmﬁ 1132 #0,

omakie ciemu na je z; = 1 mon 3. pema. Crora, umaMo ma je

1 . 42 " 1 22 "
Rep f2) = 5y l:“i<(z_ D* (2—1)3(z+1)> = 2lbni<z+1)

1. [(22+422\ 1 1
=-lm|—) =lim —— = —.
2 z—1 (z+1)2 z—1 (z+1)3 8

2° z9 = —1: Ha ocHoBy
fim (= + 1)f(2) = lm —— = —1 20
z—1>H—11 & 2= z—l>n—11 (Z — 1)3 B 8
. . 1
cremu ma je zo = —1 mox 1. pena, Te je P_ues1 flz)= ~3

3a BPEIHOCT TPaKEHOr WMHTErpaja cala pas3iaukyjemMo cieneha uyerupu ciaydaja, y CRIamy ca
OUCKYyCHjOM Ca IOYEeTKa Pelene:

1. 21,29 € D: Ha ocuoBy KomujeBe Teopeme 0 pe3uayymMuMa, BasKUA
22 dz 1 1
————— =27i| - — = | =0.
/<z2—1><z—1>2 “(8 8)
Cc+

2. 21,29 ¢ D: Y oBom cayuajy (ma ocuoBy Komwujese Teopeme) Bpeanoct uarerpaia je 0.

2d 1 j
3. 21¢ D, 2 € D: Cana je /# 2772‘(-) -
c

(2—1)(z—12 8 4
.
4 €D, 2¢D Caa'e/ 2 dz 2mi L m
. . —_— = 2T — = —,
aEn I @I nE—y T TN8) T
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#d
7. I/I3paquaTI/I/ e

, aro je C ={z +1iy | |z| + |y| = 2}.
c+ chz

e + e~ %
Pewewe.  Onpenumo npeo cuarymapue rauke: Mz chz =0 &

= 0 pobujamo ma je e?* = —1,
omarie je 2z = Ln(—1) = In| — 1| + iArg(—1) = i(7 + 2k7), ogHOCHO 2z = i(z + k;7r), k € Z. O6mactu D
KOjy 3arBapa kpua C mpumanajy Tadke z; = Ei U Zog = ——1.

2

Im

O6e Tauke Cy MOJIOBU MPBOT pela jep BaKU

lim (z - Il)f(z) — lim 2"
z—Zi 2

- 50 8 .
- =1 lim = ¢ lim — =1,
z—Zi chz z=Z%i chz nn  z5Tighz
OIHOCHO
. . . z4+ Zi Lo z+ %1 @ .
lim (z—i—fz)f(z): lim 2 . ef=—i lim —2 £ — lim — =1,
2T 2 z—>-2%i chz z—-2%i chz an z——Zishz
e*dz _ .
na Baxku Res f(z) = Res f(z) =1, omnocuo =2mi(l + 1) = 4mi. ]
=71 z=—731 c+ ch z
dz
8. I/I3paquaTn/

o —zQSinz’ akKo JeC:{z | |Z|:1}
Pewewe.  Hajupe, umamo
sinz =0 & ° _26 =0 €% —1=0 < 2iz=1Ln(l) =Inl+iArg(l) =i 2%kr, k € Z,

ma mobujamo ma je z = km, k € Z. Jemuno z = 0 mpunana obnactu Kojy 3arBapa KoHTypa C, u TO je
yjemHo " jenuHa CHMHTYJIApHA Tadvka nare (PyHKIWje y TOj obiaacTu.
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Im
C
0 1 Re
Tauka z =0 je moa 3. pena, jep BasKu
. 3 . z
lim 2°f(z) = lim —— =1 #0,
z—0 z—0 8In 2
a 3a pe3numayyM BaKu
1., z \"” 1. sinz—zcosz\ 1. zsin?z+2zcos?z— 2sinzcosz
Resf(z):fhm(_ ) =-lim| ——5—— | = lim —
z=0 2 z—0\sin 2 2 2—0 sin” z 2 2—0 sin® z
11, 2(1 + cos? 2) — 2sin z cos 2 11_ 3z + zcos2z — 2sin 2z
= — lim = — lim
2 250 sin® 2 4 20 sin® 2
2 1., 34 cos2z—2zsin2z —4cos2z 1 .. 3—3cos2z—2zsin2z
= - lim —5 = — lim —5
an 4 2—0 3sin” z cos z 12 z—0 sin” z cos z
g 1 . 6sin2z—2sin2z —4zcos2z 1 . sin 2z — zcos 2z
= — lim - . 3 = g m == . 3
12 2—0 2sin z cos? z — sin” z 3 2—0 28in z cos? z — sin” z
g 1 . 2cos2z —cos2z + 2zsin 2z 1
= —lim =_.
a3 220 2cos3 z — 4sin® zcosz — 3sin® zcosz 6
. dz o1 i
Canma OupekTHO cienu na je / T = —2mi - = — . ]
c- #?%sinz 3
tg 2 .
9. Mspauynaru —,ako je C={z | [+ 1= V2}.
c+ ?
. sin z . 3
Pewewe.  Cunrymapue Tauke momuuTerpaJgane Gpyurnuje f(z) = 3 nobujaMo M3 ycJoBa z° COS 2z =
z3 cos z
eiz _|_e—iz )
0. Nmamo z; = 0, mOK ocTaje TPaKUMO U3 ycCJoBa cosz = 0 & T — =0 & €** = —1, onakie
. 1 . .
je z = 5(7r+ 2km) = 5 + kn, k € Z. Hosa currysnapsa Tadyka Koja Ipumana o0JacTu KOjy 3aTBapa
kouTypa C je zp = —%. O6e Tauka cy mosoBu (3amTo?), mpu demy je z; = 0 mox 2. pena:
.9 . sinz 1
lim 2° - f(z) = lim . =1#0.
z—0 z—0 z COS z
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z —sin zcos z

Hame je
tgz ' sinz \’

Res f(z) = lim ( 22 - =27 ) = lim | —— ) = lim
2=0 z—0 23 z—0\ z2Cos z z—0 22 cos? z

L. sin? 2 g . 2sin zcos z

= lim — = = lim 3 - - 5

am z—0 zcos2 z — ZQSIUTZ . z—0 c0s? z — 2zsin zcos z — zsin 2z — z4 cos 2z

. .
Tauka 22 = —5 je mox 1. pena jep je ucCoymeHo
. T tg 2 sinz z+% ¢ 8 1 8
lim <z+—)—3: i T 2 %—3hm — = #0,
z——I 2/ z z——% Zz cosz nn Y z——% —sinzg T
. 8
ma jeu Res f(z) = —.
z:—% e
KonauHo, BpeqHOCT TpaKeHOr MHTEerpaJja je
tg z . 8 164
— =2mi(0+ 35 ) = —=-
s s
C+

V2 -1
Re
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