
Laplasova transformacija

Laplasovom transformacijom L se funkciji f : R → R (original) pridru�uje funkcija F :
C → C (slika) koja se definixe kao

F (s) = L (f(t)) =

+∞∫
0

e−stf(t) dt,

pri qemu je funkcija F definisana za svako s ∈ C za koje prethodni nesvojstveni integral
konvergira. Ukoliko taj integral ne konvergira ni za jedno s ∈ C, ka�emo da ne postoji
Laplasova slika funkcije f(t).

Teorema: Ako je f(t) definisana na [0,+∞), ima najvixe konaqno mnogo prekida prve vrste
na svakom podintervalu od [0,+∞) i ako postoje konstante M i a takve da je |f(t)| < Meat,
t ≥ 0, tada integral

∫ +∞
0

e−stf(t) dt konvergira, odnosno L (f(t)) postoji, za svako s takvo da je
Re s > a. Xtavixe, funkcije F (s) je tada analitiqka u poluravni Re s > a.

Osobine Laplasove transformacije

Neka su f(t), fi(t), i = 1, ..., n originali i F (s), Fi(t), i = 1, ..., n ǌihove slike dobijene
Laplasovom transformacijom. Tada va�i:

n∑
i=1

cifi(t)
L−→

n∑
i=1

ciFi(s),

f(at)
L−→ 1

a
F
( s
a

)
, a > 0,

eatf(t)
L−→ F (s− a),

f(t− a)
L−→ e−asF (s),

tf(t)
L−→ −F ′(s),

tnf(t)
L−→ (−1)nF (n)(s),

f(t)

t

L−→
∞∫
s

F (p) dp,

∞∫
0

f(t) dt
L−→ F (s)

s
,

f ′(t)
L−→ sF (s)− F (0),

f (n)(t)
L−→ snF (s)− sn−1f(0)− · · · − f (n−1)(0).

Bitna operacija koju �emo definisati je operacija konvolucije dve funkcije:

(f1 ∗ f2)(t) = f1(t) ∗ f2(t) :=
t∫

0

f1(t− x)f2(x) dx,



i znaqajna osobina Laplasove transformacije je u vezi sa konvolucijom:

(f1 ∗ f2)(t)
L−→ F1(s) · F2(s).

Osnovne Laplasove transformacije koje �emo koristiti u daǉem radu su:

1
L−→ 1

s
, Re s > 0,

tn
L−→ n!

sn+1
, Re s > 0, n ∈ N

eat
L−→ 1

s− a
, Re s > a,

sin at
L−→ a

s2 + a2
, Re s > 0,

cos at
L−→ s

s2 + a2
, Re s > 0.

1. Odrediti L (f) ako je:

a) f(t) = sh at,

b) f(t) = ch at.

Rexeǌe. Koriste�i definiciju hiperboliqkog sinusa i kosinusa, dobijamo da je

sh at =
eat − e−at

2
=

1

2
eat − 1

2
e−at L−→ 1

2
· 1

s− a
− 1

2
· 1

s+ a
=

a

s2 − a2
,

odnosno

ch at =
eat + e−at

2
=

1

2
eat +

1

2
e−at L−→ 1

2
· 1

s− a
+

1

2
· 1

s+ a
=

s

s2 − a2
.

2. Odrediti L (f) ako je f(t) = cos3 t.

Rexeǌe. Va�i

cos3 t =

(
eit + e−it

2

)3

=
1

8

(
e3it + 3e2it · e−it + 3eit · e−2it + e−3it

)
=

1

8

(
2 · e

3it + e−3it

2
+ 3 · 2 · e

it + e−it

2

)
=

1

8
(2 cos 3t+ 6 cos t)

=
1

4
cos 3t+

3

4
cos t,

odakle je L
(
cos3 t

)
=

1

4
· s

s2 + 9
+

3

4
· s

s2 + 1
.
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3. Odrediti L (f) ako je f(t) = e−t cos2 t.

Rexeǌe. Ako je f(t)
L−→ F (s), tada iz osobina Laplasove transformacije znamo da va�i

eatf(t)
L−→ F (s− a), pa treba najpre odrediti L (cos2 t). Va�i

cos2 t =
1 + cos 2t

2

L−→ 1

2
· 1
s
+

1

2
· s

s2 + 4
=

s2 + 2

s(s2 + 4)
,

odakle je L (e−t cos2 t) =
(s+ 1)2 + 2

(s+ 1)((s+ 1)2 + 4)
=

s2 + 2s+ 3

(s+ 1)(s2 + 2s+ 5)
.

4. Odrediti L (f) ako je f(t) = t2 sin at.

Rexeǌe. Ako je f(t)
L−→ F (s), tada iz osobina Laplasove transformacije znamo da va�i

tnf(t)
L−→ (−1)nF (n)(s), pa je

L (t2 sin at) =

(
a

s2 + a2

)′′

= a

(
−2s

(s2 + a2)2

)′

= −2a · (s
2 + a2)2 − s · 2(s2 + a2) · 2s

(s2 + a2)4
=

−2a(a2 − 3s2)

(s2 + a2)3
.

5. Odrediti L (f) ako je f(t) =
e−at

t
sin bt.

Rexeǌe. Odredimo najpre L

(
sin bt

t

)
: Ako je f(t)

L−→ F (s), tada iz osobina Laplasove trans-

formacije znamo da va�i
f(t)

t

L−→
∞∫
s

F (z) dz, pa imamo

sin bt

t

L−→
∞∫
s

b

z2 + b2
dz = b · 1

b
arctg

z

b

∣∣∣∣∞
s

=
π

2
− arctg

s

b
,

odakle je L

(
e−at sin bt

t

)
=

π

2
− arctg

s+ a

b
.

6. Odrediti L (f) ako je:

a) f(t) =
t∫
0

(t− x)ex dx,

b) f(t) =
t∫
0

cos (t− x) cosxdx,

v) f(t) =
t∫
0

sinxdx.
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Rexeǌe. Sva tri primera �emo rexavati koriste�i Laplasovu transformaciju za konvolu-
ciju dve funkcije:
a)

f(t) = t ∗ et L−→ L (t) · L (et) =
1

s2
· 1

s− 1
;

b)

f(t) = cos t ∗ cos t L−→ L (cos t) · L (cos t) =
s2

(s2 + 1)2
;

v)

f(t) =

t∫
1

1 · sinx dx = 1 ∗ sin t L−→ L (1) · L (sin t) =
1

s
· 1

s2 + 1
.

U narednim zadacima �emo odre�ivati originale znaju�i slike dobijene Laplasovom trans-
formacijom, odnosno odre�iva�emo inverznu Laplasovu transformaciju zadatih funkcije.

Primer: Znamo da je L (sin t) =
1

s2 + 1
, pa je L −1

(
1

s2 + 1

)
= sin t.

7. Odrediti L −1

(
1

s2 + 4

)
.

Rexeǌe. Poxto va�i sin at
L−→ a

s2 + a2
, to je

1

s2 + 4
=

1

2
· 2

s2 + 22
L −1

−−−→ 1

2
sin 2t.

8. Odrediti L −1

(
1

s2 + 6s+ 13

)
.

Rexeǌe. Koristimo svojstvo eatf(t)
L−→ F (s− a):

1

s2 + 6s+ 13
=

1

(s+ 3)2 + 4
=

1

2
· 2

(s+ 3)2 + 4

L −1

−−−→ 1

2
e−3t sin 2t.

9. Odrediti L −1

(
1

s(s2 + 4)

)
.
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Rexeǌe. Uradi�emo zadatak na dva naqina:

1. Naqin: Iskoristimo osobinu konvolucije:

1

s(s2 + 4)
=

1

2
· 1
s
· 2

s2 + 4
=

1

2
L (1) · L (sin 2t)

L −1

−−−→ 1

2
(1 ∗ sin 2t)

=
1

2

t∫
0

sin 2xdx =
1

2

(
−cos 2x

2

)∣∣∣∣t
0

=
1− cos 2t

4
.

2. Naqin: Prisetimo se metoda neodre�enih koeficijenata, kojeg smo koristili u radu sa
integralima: Iz

1

s(s2 + 4)
=

A

s
+

Bs+ C

s2 + 4

dobijamo da mora va�iti 1 = (A+B)s2 + Cs+ 4A, odakle imamo sistem

A + B = 0
C = 0

4A = 1

 ,

koji se jednostavno rexava i qije je rexeǌe (A,B,C) =
(
1
4 ,−

1
4 , 0

)
. Dakle, va�i

1

s(s2 + 4)
=

1

4
· 1
s
− 1

4
· s

s2 + 4

L −1

−−−→ 1

4
− 1

4
cos 2t.

10. Odrediti L −1(F (s)), ako je F (s) =
2s− 3

(s− 1)(s2 + 4s+ 5)
.

Rexeǌe. Iz
2s− 3

(s− 1)(s2 + 4s+ 5)
=

A

s− 1
+

Bs+ C

s2 + 4s+ 5

dobijamo da va�i
2s− 3 = (A+B)s2 + (4A−B + C)s+ 5A− C,

odnosno imamo sistem jednaqina
A + B = 0
4A − B + C = 2
5A − C = −3

 ,

qijim rexavaǌem dobijamo da je A = − 1
10 , B = 1

10 i C = 5
2 . Dakle, va�i

2s− 3

(s− 1)(s2 + 4s+ 5)
= − 1

10
· 1

s− 1
+

1
10s+

5
2

(s+ 2)2 + 1

= − 1

10
· 1

s− 1
+

1

10
· s+ 2

(s+ 2)2 + 1
+

23

10
· 1

(s+ 2)2 + 1

L −1

−−−→ − 1

10
et +

1

10
e−2t cos t+

23

10
e−2t sin t.
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11. Odrediti L −1(X(s)), ako je X(s) =
s2 + 1

s3 − 1
.

Rexeǌe. Najpre, va�i s3 − 1 = (s− 1)(s2 + s+ 1), pa iz

s2 + 1

(s− 1)(s2 + s+ 1)
=

A

s− 1
+

Bs+ C

s2 + s+ 1

dobijamo da je
s2 + 1 = (A+B)s2 + (A−B + C)s+A− C,

te imamo sistem
A + B = 1
A − B + C = 0
A − C = 1

 ,

qije je rexeǌe (A,B,C) =
(
2
3 ,

1
3 ,−

1
3

)
. Daǉe je

X(s) =
2

3
· 1

s− 1
+

1

3
· s− 1

s2 + s+ 1
=

2

3
· 1

s− 1
+

1

3
·

s+ 1
2 − 3

2(
s+ 1

2

)2
+ 3

4

=
2

3
· 1

s− 1
+

1

3
·

s+ 1
2(

s+ 1
2

)2
+

(√
3
2

)2 − 1

2
·

√
3
2(

s+ 1
2

)2
+

(√
3
2

)2 · 2√
3

L −1

−−−→ 2

3
et +

1

3
e−

1
2 t cos

√
3

2
t− 1√

3
e−

1
2 t sin

√
3

2
t.

12. Odrediti L −1(Y (s)), ako je Y (s) =
1

s3(s− 1)
.

Rexeǌe. Iz
1

s3(s− 1)
=

A

s
+

B

s2
+

C

s3
+

D

s− 1
dobijamo sistem

A + D = 0
−A + B = 0

− B + C = 0
− C = 1

 ,

odakle je (A,B,C,D) = (−1,−1,−1, 1). Ako iskorstimo osobinu
1

sn
L −1

−−−→ n!

sn+1
, onda je

Y (s) = −1

s
− 1

s2
− 1

s3
+

1

s− 1

L −1

−−−→ −1− t− t2

2
+ et.
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Primena Laplasove transformacije

U narednim zadacima �emo primeǌivati Laplasovu transformaciju u rexavaǌu diferenci-
jalnih jednaqina i sistema diferencijalnih jednaqina (bavi�emo se jox i takozvanim inte-
gralnim jednaqinama). Ideja je da Laplasovom transformacijom prevedemo datu jednaqinu u
algebarsku, koja je znatno jednostavnija za rexavaǌe. Nakon xto odredimo ǌeno rexeǌe, isko-
risti�emo inverznu Laplasovu transformaciju da bismo odredili rexeǌe poqetnog problema.

Podsetimo se da, ako je f(t)
L −1

−−−→ F (s), onda je f (n)(t)
L −1

−−−→ snF (s)− sn−1f(0)− ...− f (n−1)(0).

1. Primenom Laplasove transformacije odrediti partikularno rexeǌe jednaqine

y′′(t)− 4y′(t) + 5y(t) = 5t+ 1

koje zadovoǉava uslov y(0) = 2 i y′(0) = 2.

Rexeǌe. Ako je y(t)
L−→ Y (s), tada imamo

y′′(t)− 4y′(t) + 5y(t) = 5t+ 1

/L

⇒ s2Y (s)− 2s− 2− 4(sY (s)− 2) + 5Y (s) =
5

s2
+

1

s

⇔ (s2 − 4s+ 5)Y (s) =
5

s2
+

1

s
+ 2s− 6

⇔ (s2 − 4s+ 5)Y (s) =
2s3 − 6s2 + s+ 5

s2
.

Daǉe, iz

Y (s) =
2s3 − 6s2 + s+ 5

s2(s2 − 4s+ 5)
=

A

s
+

B

s2
+

Cs+D

s2 − 4s+ 5

dobijamo sistem linearnih jednaqina

A + C = 2
−4A + B + D = −6
5A − 4B = 1

5B = 5

 ,

qije je rexeǌe (A,B,C,D) = (1, 1, 1,−3). Dakle, va�i

Y (s) =
1

s
+

1

s2
+

s− 3

s2 − 4s+ 5
=

1

s
+

1

s2
+

s− 2

(s− 2)2 + 1
− 1

(s− 2)2 + 1

L −1

−−−→ 1 + t+ e2t cos t− e2t sin t = y(t).

7



2. Primenom Laplasove transformacije rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

x′(t)− y(t) = et

y′(t) + x(t) = sin t

}
,

ako je x(0) = 1 i y(0) = 0.

Rexeǌe. Za potrebe rexavaǌa ovog zadatka �emo izvesti naredne, nexto opxtije, rezultate:
Va�i

(1) t sin at
L−→ (−1)

(
a

s2 + a2

)′

= −a · −2s

(s2 + a2)
=

2as

(s2 + a2)2
.

odnosno

t cos at
L−→ (−1)

(
s

s2 + a2

)′

= −s2 + a2 − 2s2

(s2 + a2)2
=

s2 − a2

(s2 + a2)2
,

a odatle je

s2

(s2 + a2)2
=

1

2
· 2s2

(s2 + a2)2
=

1

2
· s

2 + a2 + s2 − a2

(s2 + a2)2

=
1

2

(
1

s2 + a2
+

s2 − a2

(s2 + a2)2

)
L −1

−−−→ 1

2

(
sin at

a
+ t cos at

)
,

kao i

a2

(s2 + a2)
=

1

2
· 2a2

(s2 + a2)2
=

1

2
· s

2 + a2 − (s2 − a2)

(s2 + a2)2

=
1

2

(
1

s2 + a2
− s2 − a2

(s2 + a2)2

)
L −1

−−−→ 1

2

(
sin at

a
− t cos at

)
.

(2)

Vratimo se sada zadatku. Ako je x(t)
L−→ X(s) i y(t)

L−→ Y (s), tada ako primenimo Laplasovu
transformaciju na dati sistem, dobijamo sistem

sX(s)− 1− Y (s) =
1

s− 1

sY (s)− 0 +X(s) =
1

s2 + 1

 ⇔
sX(s)− Y (s) =

s

s− 1

X(s) + sY (s) =
1

s2 + 1

 .

Dobijeni sistem �emo rexavati Kramerovom metodom: Va�i

∆ =

∣∣∣∣s −1
1 s

∣∣∣∣ = s2 + 1, ∆x =

∣∣∣∣ s
s−1 −1
1

s2+1 s

∣∣∣∣ = s2

s− 1
+

1

s+1
, ∆y =

∣∣∣∣s s
s−1

1 1
s2+1

∣∣∣∣ = s

s2 + 1
− s

s− 1
,

odakle je

X(s) =
∆x

∆
=

s2

(s− 1)(s2 + 1)
+

1

(s2 + 1)2
,

odnosno
Y (s) =

∆y

∆
=

s

(s2 + 1)2
− s

(s− 1)(s2 + 1)
.

Na osnovu metode neodre�enih koeficijenata mo�emo dobiti da je

s2

(s− 1)(s2 + 1)
=

1

2
· 1

s− 1
+

1

2
· s

s2 + 1
+

1

2
· 1

s2 + 1
,
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a tako�e i
s

(s− 1)(s2 + 1)
= −1

2
· 1

s− 1
+

1

2
· s

s2 + 1
− 1

2
· 1

s2 + 1
.

Na osnovu rezultata (1) i (2), va�i L −1
(

s
(s2+1)2

)
=

1

2
t sin t i L −1

(
1

(s2+1)2

)
=

1

2
(sin t−t cos t), odakle

je

X(s) =
1

2
· 1

s− 1
+

1

2
· s

s2 + 1
+

1

2
· 1

s2 + 1
+

1

(s2 + 1)2

L −1

−−−→ 1

2
et +

1

2
cos t+

1

2
sin t+

1

2
(sin t− t cos t)

=
1

2
et +

1

2
cos t+ sin t− 1

2
t cos t = x(t),

odnosno

Y (s) = −1

2
· 1

s− 1
+

1

2
· s

s2 + 1
− 1

2
· 1

s2 + 1
+

s

(s2 + 1)2

L −1

−−−→ −1

2
e−t +

1

2
cos t− 1

2
sin t+

1

2
t sin t = y(t).

3. Rexiti jednaqinu
t∫

0

sin(t− x)y(x) dx = sin2 t.

Rexeǌe. Neka je y(t)
L−→ Y (s). Va�i

t∫
0

sin(t− x)y(x) dx = sin t ∗ y(t) L−→ 1

s2 + 1
Y (s),

kao i
sin2 t =

1− cos 2t

2

L−→ 1

2s
− 1

s
· s

s2 + 4
,

pa delovaǌem Laplasove transformacije na datu jednaqinu dobijamo da je

1

s2 + 1
Y (s) =

1

2s
− 1

2
· s

s2 + 4
⇔ Y (s) =

s2 + 1

2s
− 1

2
· s(s

2 + 1)

s2 + 4
.

Kako je s2 + 1 = s2 + 4− 3, to je

Y (s) =
�
�s

2
+

1

2s
−

�
�s

2
+

3

2
· s

s2 + 4

L −1

−−−→ 1

2
+

3

2
cos 2t = y(t).

4. Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine

y′′ − y = 4 ch t.
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Rexeǌe. Ako je y(0) = C1, y′(0) = C2 i y(t)
L−→ Y (s), onda je y′′(t)

L−→ s2Y (s)− sC1 − C2. Ranije
smo izveli da je L (ch t) = s

s2−1 , pa va�i

y′′ − y = 4 ch t

/L

⇒ s2Y (s)− sC1 − C2 − Y (s) =
4s

s2 − 1

⇔ Y (s)(s2 − 1) =
4s

s2 − 1
+ sC1 + C2

⇔ Y (s) =
4s

(s2 − 1)2
+

s

s2 − 1
C1 +

1

s2 − 1
C2.

Izvedimo opet nexto opxtije rezultate: Va�i

t ch at
L−→ (−1)

(
s

s2 − a2

)′

= −s2 − a2 − 2s2

(s2 − a2)2
=

s2 + a2

(s2 − a2)2
,

odnosno

t sh at
L−→ (−1)

(
a

s2 − a2

)′

= −a · −2s

(s2 − a2)2
=

2as

(s2 − a2)2
,

odakle je L −1

(
4s

(s2 − 1)2

)
= 2t sh t, pa je daǉe

Y (t) =
4s

(s2 − 1)2
+

s

s2 − 1
C1 +

1

s2 − 1
C2

L −1

−−−→ 2t sh t+ C1 ch t+ C2 sh t = y(t).

5. Rexiti sistem

x(t) = t+
t∫
0

y(u) du

y(t) = 1 +
t∫
0

x(u) du

 ,

Rexeǌe. Neka je, standardno, x(t) L−→ X(s) i y(t)
L−→ Y (s). Tada je

t∫
0

y(u) du =

t∫
0

1 · y(u) du = 1 ∗ y(t) L−→ 1

s
Y (s),

i, analogno, L

(
t∫
0

x(u) du

)
=

1

s
X(s), pa primenom Laplasove transformacije na dati sistem

dobijamo

X(s) =
1

s2
+

1

s
Y (s)

Y (s) =
1

s
+

1

s
X(s)

 ⇔ s2X(s)− sY (s) = 1
−X(s) + sY (s) = 1

}
.

Posledǌi sistem �emo rexavati Kramerovom metodom. Imamo da je

∆ =

∣∣∣∣ s2 −s
−1 s

∣∣∣∣ = s3 − s, ∆x =

∣∣∣∣1 −s
1 s

∣∣∣∣ = 2s, ∆y =

∣∣∣∣ s2 1
−1 1

∣∣∣∣ = s2 + 1,
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odakle je

X(s) =
∆x

∆
=

2

s2 − 1

L −1

−−−→ 2 sh t = x(t),

odnosno, uz primenu metode neodre�enih koeficijenata

Y (s) =
∆y

∆
=

s2 + 1

s(s2 − 1)
= −1

s
+

2s

s2 − 1

L −1

−−−→ −1 + 2 ch t = y(t).

6. Odrediti opxte rexeǌe jednaqine

y′(t) + y(t) +

t∫
0

(t− x+ 1)y(x) dx = 0.

Rexeǌe. Neka je y(0) = C1 i y(t)
L−→ Y (s). Vidimo da va�i

t∫
0

(t− x+ 1)y(x) dx = (t+ 1) ∗ y(t) L−→
(

1

s2
+

1

s

)
Y (s),

pa imamo

y′(t) + y(t) +

t∫
0

(t− x+ 1)y(x) dx = 0

/L

⇒ sY (s)− C1 + Y (s) +
s+ 1

s2
Y (s) = 0

⇔
(
s+ 1 +

s+ 1

s2

)
Y (s) = C1

⇒ Y (s) =
s2C1

(s+ 1)(s2 + 1)
.

Iz
s2

(s+ 1)(s2 + 1)
=

A

s+ 1
+

Bs+ C

s2 + 1

dobijamo sistem
A + B = 1

B + C = 0
A + C = 0

 ,

odakle je A = B = 1
2 i C = − 1

2 . Sada imamo da je

Y (s) =

(
1

2
· 1

s+ 1
+

1

2
· s

s2 + 1
− 1

2
· 1

s2 + 1

)
C1

L −1

−−−→
(
1

2
e−t +

1

2
cos t− 1

2
sin t

)
C1 = y(t).
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7. Primenom Laplasove transformacije odrediti partikularno rexeǌe diferencijalne jedna-
qine

y′′′(t)− 3y′′(t) + 3y′(t)− y(t) = et + 1,

za koje va�i y(0) = 0, y′(0) = 2 i y′′(0) = 4.

Rexeǌe. Deluju�i Laplasovom transformacijom na datu jednaqinu, dobijamo da va�i

s3Y (s)− s2 · 0− s · 2− 4− 3(s2Y (s)− s · 0− 2) + 3(sY (s)− 0)− Y (s) =
1

s− 1
+

1

s

⇔ (s3 − 3s2 + 3s− 1)Y (s) = 2s− 2 +
1

s− 1
+

1

s

⇔ (s− 1)3Y (s) = 2(s− 1) +
1

s− 1
+

1

s
,

odakle je

Y (s) =
2

(s− 1)2
+

1

s− 1
+

1

(s− 1)3s
.

Iz
1

(s− 1)3s
=

A

s− 1
+

B

(s− 1)2
+

C

(s− 1)3
+

D

s

dobijamo sistem
A + D = 0

−2A + B − 3D = 0
A − B + C + 3D = 0

− D = 1

 ,

qije je rexeǌe (A,B,C,D) = (1,−1, 1,−1). Dakle, va�i

1

(s− 1)3s
=

1

s− 1
− 1

(s− 1)2
+

1

(s− 1)3
− 1

s
,

odakle je

Y (s) =
2

(s− 1)2
+

1

(s− 1)4
+

1

s− 1
− 1

(s− 1)2
+

1

(s− 1)3
− 1

s

=
1

s− 1
+

1

(s− 1)2
+

1

(s− 1)3
+

1

(s− 1)4
− 1

s

L −1

−−−→ et + tet +
t2

2
et +

t3

6
et − 1 = y(t).
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