
Sistemi diferencijalnih jednaqina

Opxte rexeǌe i prvi integrali sistem

Opxti oblik sistema sa n diferencijalnih jednaqina prvog reda sa n nepoznatih x1 =
x1(t),...,xn = xn(t) je dat sa

F1(t, x1, x
′
1, ..., xn, x

′
n) = 0

...
Fn(t, x1, x

′
1, ..., xn, x

′
n) = 0

 .

Ukoliko je mogu�e izraziti x′1, ..., x
′
n iz sistema, onda imamo normalni oblik sistema:

x′1 = f1(x1, ..., xn)
...

x′n = fn(x1, ..., xn)

 .

Poxto je x′1 =
dx1
dt

, ..., x′n =
dxn
dt

, to se iz normalnog oblika sistema mo�e dobiti i simetriqan
oblik sistema:

dt

1
=

dx1
f1(x1, ..., xn)

= · · · = dxn
fn(x1, ..., xn)

.

Opxte rexeǌe sistema je dato sa

x1 = x1(t, C1, ..., Cn)
...

xn = xn(t, C1, ..., Cn)

 ,

gde su C1, ..., Cn realne konstante. Rexeǌe mo�e biti dato i preko tzv. prvih integrala sistema,
odnosno u obliku

φ1(t, x1, ..., xn) = C1

...
φn(t, x1, ..., xn) = Cn

 ,

gde su φ1, ..., φn funkcije za koje va�i∣∣∣∣∣∣∣
(φ1)

′
x1

· · · (φ1)
′
xn

...
. . .

...
(φn)

′
x1

· · · (φn)
′
xn

∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0.

1. Sistem diferencijalnih jednaqina

2x′ − 5y′ = 4y − x
3x′ − 4y′ = 2x− y

}
zapisati u normalnom i simetriqnom obliku, a zatim ga svesti na diferencijalnu jednaqinu
drugog reda.



Rexeǌe. Ako iz datog sistema izrazimo x′ i y′, dobi�emo da je

x′ = 2x− 3y
y′ = x− 2y

}
,

xto predstavǉa normalni oblik datog sistema. Kako je x′ = dx
dt i y′ = dy

dt , to je

x′ = 2x− 3y
y′ = x− 2y

}
⇔

dx

dt
= 2x− 3y

dy

dt
= x− 2y

 ⇒

dx

2x− 3y
= dt

dy

x− 2y
= dt

 ,

odakle dobijamo sistem u simetriqnom obliku

dx

2x− 3y
=

dy

x− 2y
=

dt

1
.

Odredimo sada odgovaraju�u diferencijalnu jednaqinu drugog reda. Ako diferenciramo po t
drugu jednaqinu u sistemu u normalnom obliku, dobi�emo da je

y′′ = x′ − 2y′ = (2x− 3y)− 2(x− 2y) = y,

odnosno dobili smo jednaqinu y′′ − y = 0. Rexeǌe ove jednaqine je y(t) = C1e
t + C2e

−t. Poxto je
iz sistema x = y′ + 2y, to dobijamo da je x(t) = 3C1e

t + C2e
−t.

2. Sistem diferencijalnih jednaqina

x′′ = 3x− 4y′

y′′ = 3y + 4x′

}
svesti na sistem diferencijalnih jednaqina prvog reda, a zatim i na jednaqinu vixeg reda.

Rexeǌe. Dve diferencijalne jednaqine drugog reda mo�emo svesti na qetiri diferencijalne
jednaqine prvog reda ili na jednu jednaqinu qetvrtog reda.

Ako uvedemo funkcije u = x′ i v = y′, onda se dati sistem mo�e svesti na sistem

x′ = u
y′ = v
u′ = 3x− 4v
v′ = 3y + 4u

 ,

xto predstavǉa tra�eni sistem jednaqina prvog reda.

Odredimo sada diferencijalnu jednaqinu vixeg reda: Ako drugu jednaqinu datog sistema
diferenciramo dva puta dobi�emo

y′′′ = 3y′ + 4x′′ = 3y′ + 4(3x− 4y′) = 12x− 13y′,

odnosno
y(4) = 12x′ − 13y′′ = 3(y′′ − 3y)− 13y′′ = −10y′′ − 9y,

odakle dobijamo jednaqinu
y(4) + 10y′′ + 9y = 0.

Rexavaǌem ove jednaqine dolazimo i do rexeǌa poqetnog sistema, jer imamo da je 12x = y′′′+13y′.
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3. Svo�eǌem na diferencijalnu jednaqinu vixeg reda rexiti sistem

x′ = 1− 1

y

y′ =
1

x− t

 .

Rexeǌe. Diferenciraǌem druge jednaqine sistema dobijamo

y′′ =
1− x′

(x− t)2
=

1

(x− t)2
· (1− x′) = (y′)

2 · 1
y
,

odnosno imamo jednaqinu drugog reda
yy′′ = (y′)

2
,

kojoj mo�emo sniziti red, jer se u jednaqini ne pojavǉuje promenǉiva t. Ako uvedemo smenu
z(y) = y′, odakle je y′′ = z′z, dobi�emo

yz′z = z2 ⇒ z′

z
=

1

y
⇒ dz

z
=

dy

y
.

Integraǉeǌem jednostavno dobijamo da je z = C1y. Vra�aǌem smene dobijamo jednaqinu y′ = C1y,

odakle je
dy

y
= C1 dt, pa integraǉeǌem dobijamo ln |y| = C1t+C, odnosno va�i y = C2e

C1t. Konaqno,

iz druge jednaqine dobijamo

x = t+
1

y′
= t+

1

C1C2eC1t
.

Nelinearni sistemi diferencijalnih jednaqina

Rexava�emo sistem sa n nepoznatih funkcija i jednom promenǉivom, koji �e nam biti dat u
simteriqnom obliku

dx1
ψ1(x1, ..., xn, xn+1)

= · · · = dxn
ψn(x1, ..., xn, xn+1)

=
dxn+1

ψn+1(x1, ..., xn, xn+1)
.

Rexeǌe sistema �e nam biti dato preko n nezavisnih prvih integrala

φ1(x1, ..., xn, xn+1) = C1

...
φn(x1, ..., xn, xn+1) = Cn

 ,

pri qemu su ti prvi integrali nezavisni ako i samo ako va�i∣∣∣∣∣∣∣
(φ1)

′
x1

· · · (φ1)
′
xn

...
. . .

...
(φn)

′
x1

· · · (φn)
′
xn

∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0.

Prilikom odre�ivaǌa prvih integrala bi�e nam od koristi neka znaǌa o razmeri, npr. ako je

R =
a

b
=
c

d
=
e

f
,
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onda je i

R =
xa

xb
=
xa± yc

xb± yd
=
xa± yc± ze

xb± yd± zf
.

Tako�e, potrebno nam je da znamo i neke osobine diferencijala, npr.

dx+ dy = d(x+ y), x dx+ y dy =
1

2
d(x2 + y2), y dx+ xdy = d(xy),

x2 dx+ y2 dy =
1

3
d(x3 + y3),

y dx− x dy

y2
= d

(
x

y

)
,

1

x
dx+

1

y
dy = d(ln(xy)), ...

4. Dokazati da jednakosti x+y+t = C1 i x2+y2+t2 = C2 predstavǉaju nezavisne prve integrale
sistema

x′ =
t− y

y − x

y′ =
x− t

y − x

 , y ̸= x

odnosno predstavǉaju rexeǌe sistema.

Rexeǌe. Ako prvu jednaqinu zapixemo kao

dx

dt
=
t− y

y − x
,

ima�emo da je

(1)
dx

t− y
=

dt

y − x
.

Sliqno, iz druge jednaqina dobijamo da je

(2)
dy

x− t
=

dt

y − x
.

Na osnovu (1) i (2), vidimo da se dati sistem mo�e zapisati u simetriqnom obliku na slede�i
naqin:

dx

t− y
=

dy

x− t
=

dt

y − x
.

Primetimo sada da je
dx+ dy

t− y + x− t
=

dt

y − x
⇔ d(x+ y)

x− y
=

dt

y − x
,

odnosno
d(x+ y) = −dt.

Integraǉeǌem dobijamo da je
x+ y = −t+ C1,

odnosno x+ y + t = C1, xto predstavǉa jedan prvi integral sistema. Daǉe, na osnovu

x dx+ y dy

x(t− y) + y(x− t)
=

dt

y − x
⇔ x dx+ y dy

t(x− y)
=

dt

y − x
,
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odnosno
x dx+ y dy = −t dt ⇔ d(x2 + y2) = −d(t2).

Integraǉeǌem je daǉe
x2 + y2 = −t2 + C2,

odnosno x2 + y2 + t2 = C2, xto tako�e predstavǉa prvi integral sistema, kao xto je u postavci
zadatka i najavǉeno. Poka�imo da su ovi prvi integrali me�usobno nezavisni: Ako je
φ1(x, y, t) = x+ y + t i φ2(x, y, t) = x2 + y2 + t2, onda iz∣∣∣∣(φ1)

′
x (φ1)

′
y

(φ2)
′
x (φ2)

′
y

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1 1
2x 2y

∣∣∣∣ = 2(y − x) ̸= 0,

sledi nezavisnost dobijenih prvih integrala, te oni zaista predstavǉaju rexeǌe datog sistema.

5. Nala�eǌem prvih integrala rexiti sistem

x′ =
y

x− y

y′ =
x

x− y

 , x ̸= y.

Rexeǌe. Iz prve jednaqine sistema dobijamo

dx

dt
=

y

x− y
⇔ dx

y
=

dt

x− y
,

a iz druge
dy

dt
=

x

x− y
⇔ dy

x
=

dt

x− y
,

pa zakǉuqujemo da se sistem mo�e zapisati u simetriqnom obliku

dx

y
=

dy

x
=

dt

x− y
.

Na osnovu
dx

y
=

dy

x
⇔ x dx = y dy,

integraǉeǌem dobijamo prvi integral x2 − y2 = C1. Tako�e, iz

dy − dx

x− y
=

dt

x− y
⇔ d(y − x) = dt,

dobijamo y − x = t + C2 jox jedan prvi integral y − x − t = C2. Ako je φ1(x, y, t) = x2 − y2 i
φ2(x, y, t) = y − x− t, tada iz ∣∣∣∣(φ1)

′
x (φ1)

′
y

(φ2)
′
x (φ2)

′
y

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣2x −2y
−1 1

∣∣∣∣ = 2(x− y) ̸= 0,

zakǉuqujemo da su φ1 = C1 i φ2 = C2 nezavisni prvi integrali, te je ǌima odre�eno rexeǌe
datog sistema. Nezavisnost prvih integrala se mogla zakǉuqiti i bez raqunaǌa determinante:
Jedan argument je da su φ1 i φ2 polinomi razliqitih stepena, a nezavisnost sledi i iz qiǌenice
da se φ2 zavisi od t, dok φ1 ne zavisi od t.
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6. Rexiti sistem
dx

−x2
=

dy

xy − 2t2
=

dt

xt
.

Rexeǌe. Najpre imamo da je

dx

−x2
=

dt

xt
⇔ − dx

x
=

dt

t
⇒ − ln |x|+ C = ln |t|,

odakle je ln |xt| = C, pa dobijamo jedan prvi integral, xt = C1. Daǉe, iz

y dx+ x dy

−yx2 + x(xy − 2t2)
=

dt

xt
⇔ d(xy)

−2xt2
=

dt

xt
⇔ d(xy) = −2t dt

integraǉeǌem dobijamo xy = −t2 + C2, odnosno prvi integral xy + t2 = C2. Dobijeni prvi
integrali su nezavisni jer, npr. u jednom se pojavǉuje y a drugom ne.

7. Rexiti sistem
dx

x(y − z)
=

dy

y(z − x)
=

dz

z(x− y)
.

Rexeǌe. Sa jedne strane imamo

dx+ dy

xy − xz + yz − xy
=

dz

z(x− y)
⇔ d(x+ y)

−z(x− y)
=

dz

z(x− y)
,

odakle je d(x+y) = − dz, odnosno x+y = −z+C1, pa je jedan prvi integral sistema x+y+z = C1.
Sa druge strane, iz

1

x
dx+

1

y
dy

y − z + z − x
=

dz

z(x− y)

dobijamo da je

1

x
dx+

1

y
dy = −1

z
dz ⇔ 1

x
dx+

1

y
dy +

1

z
dz = 0 ⇔ d(ln(xyz)) = 0,

odakle je ln(xyz) = C, odnosno xyz = C2, xto predstavǉa jox jedan prvi integral sistema.
Nezavisnost prvih integrala je jasna, jer su φ1(x, y, z) = x + y + z i φ2(x, y, z) = xyz polinomi
razliqitog stepena.

8. Rexiti sistem
dx

xz
= − dy

yz
=

dz

xy
.

Rexeǌe. Imamo najpre da va�i

dx

xz
= − dy

yz
⇒

∫
dx

x
= −

∫
dy

y
⇔ ln |x| = − ln |y|+ C ⇔ ln |xy| = C,
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odakle zakǉuqujemo da je xy = C1 jedan prvi integral. Dobijeni rezultat �emo daǉe koristiti
za dobijaǌe jox jednog prvog integrala: Imamo

− dy

yz
=

dz

xy
⇔ − dy

yz
=

dz

C1
⇔ − dy

y
=

1

C1
z dz,

odakle, integraǉeǌem dobijamo da je − ln |y|+C2 =
1

C1
· z

2

2
. Zamenom xy = C1 daǉe dobijamo vezu

z2

2xy
+ ln |y| = C2.

Ova dva prva integrala su nezavisna (zaxto?) pa predstavǉaju rexeǌe datog sistema.

9. Rexiti sistem
dx

x
=

dy

z + u
=

dz

y + u
=

du

y + z
.

Rexeǌe. Primetimo da va�i
dy − dz

z + u− y − u
=

dx

x
,

odakle je
d(y − z)

y − z
=

dx

x
,

pa integraǉeǌem dobijamo

ln |y − z| = − ln |x|+ C ⇔ ln |x(y − z)| = C,

odnosno prvi integral x(y − z) = C1. Analogno, imamo

dz − du

y + u− y − z
=

dx

x
⇔ d(z − u)

z − u
= − dx

x
,

odakle dobijamo prvi integral x(z−u) = C2. Istim rezonovaǌem mo�emo dobiti i prvi integral
x(y−u) = C3, me�utim, ova tri prva integrala nisu nezavisna (proveriti!). Neophodno je da na
neki drugaqiji naqin dovedemo x, y, z i u u vezu. Va�i

dx

x
=

dy + dz + du

z + u+ y + u+ y + z
=

d(y + z + u)

2(y + z + u)
,

pa integraǉeǌem dobijamo
ln |y + z + u| = 2 ln |x|+ C,

odnosno, imamo prvi integral
y + z + u

x2
= C3.

Za ova tri prva integrala se jednostvano utvr�uje da su nezavisni, pa qine rexeǌe datog
sistema.

10. Rexiti sistem
dx

x+ y − xy2
=

dy

x2y − x− y
=

dz

y2 − x2
.
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Rexeǌe. Prve integrale dobijamo na slede�i naqin:

dz

y2 − x2
=

x dx+ y dy

x(x+ y − xy2) + y(x2y − x− y)
=

1

2
d(x2 + y2)

x2 − y2

odakle je −2 dz = d(x2 + y2), odnosno, nakon integraǉeǌa, x2 + y2 + 2z = C1. Tako�e,

dz

y2 − z2
=

y dx+ x dy

y(x+ y − xy2) + x(x2y − x− y)
=

d(xy)

(1− xy)(y2 − x2)
,

odakle je ∫
d(xy)

1− xy
=

∫
dz ⇔ − ln |1− xy|+ C2 = z ⇔ ln |1− xy|+ z = C2.

Dobijeni prvi integrali su nezavisni, pa predstavǉaju rexeǌe sistema.

Sistemi linearnih diferencijalnih jednaqina

Homogeni sistemi linearnih diferencijalnih jednaqina sa konstantnim koeficijentima

Sistem linearnih diferencijalnih jednaqina je sistem oblika

x′1 = a11(t)x1 + · · · + a1n(t)xn + b1(t)
...

...
...

x′n = an1(t)x1 + · · · + ann(t)xn + bn(t)

 ,

ili kra�e
dX

dt
= A(t) ·X +B(t),

gde je

X = X(t) =

x1(t)...
xn(t)

 , B(t) =

b1(t)...
bn(t)

 i A(t) =

a11(t) · · · a1n(t)
...

. . .
...

an1(t) · · · ann(t)

.


Ukoliko je b1(t) = ... = bn(t) = 0, onda ka�emo da je sistem homogen. Ako je ai,j(t) = aij =
const, i, j ∈ 1, ..., n, onda taj sistem nazivamo sistemom linearnih diferencijalnih jednaqina
sa konstantnim koeficijentima. Nas �e u nastavku upravo interesovati homogeni sistemi
linearnih diferencijalnih jednaqina sa konstantnim koeficijentima, odnosno sistemi oblika

x′1 = a11x1 + · · · + a1nxn
...

...
x′n = an1x1 + · · · + annxn

 ⇔ dX

dt
= A ·X.

Ako su poznata linearno nezavisna rexeǌa sistema, X1(t) =

x11(t)...
x1n(t)

,..., Xn(t) =

xn1(t)...
xnn(t)

, tada
je opxte rexeǌe sistema dato sa

X(t) = C1 ·X1(t) + · · ·+ Cn ·Xn(t).

Preostaje da opixemo postupak nala�eǌa tih n linearno nezavisnih rexeǌa X1(t), ..., Xn(t):
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Neka su λ1, ..., λn rexeǌa karakteristiqne jednaqine det(A−λI) = 0. Svakoj sopstvenoj vrednosti
odgovara jedno partikularno rexeǌe, i to na slede�i naqin:

1. Ukoliko je λi jednostruka realna sopstvena vrednost, tada je Xi = M · eλi , gde je M jedan
sopstveni vektor koji odgovara sopstvenoj vrednosti λi. ǋega odre�ujemo iz jednaqine
(A− λiI)M = O.

2. Ako je λi = λi+1 dvostruka realna sopstvena vrednost, tada je Xi = (M1 +M2t)e
λit i Xi+1 =

(M1+M2t)e
λit, gde su (M1,M2) neka rexeǌa sistema

(A− λiI)M1 =M2

(A− λiI)M2 = O

}
. Napomenimo da je

potrebno odrediti dva nezavisna rexeǌa sistema, po jedno za Xi i Xi+1!

3. Ako je λi jednostruka kompleksna sopstvena vrednost, i λi+1 = λi, tada je Xkom = Meλit,
odakle su tra�ena dva partikularna rexeǌa data sa Xi = Re(Xkom) i Xi = Im(Xkom).

1. Rexiti sistem
x′ = 2x − y − z
y′ = 12x − 4y − 12z
z′ = −4x + y + 5z

 .

Rexeǌe. Iz datog sistema sledi da je

x′′ = 2x′ − y′ − z′ = 2(2x− y − z)− (12x− 4y − 12z)− (−4x+ y + 5z) = −4x+ y + 5z,(3)

a odatle i

(4) x′′′ = −4x′ + y′ + 5z′ = −16x+ 5y + 17z.

Iz jednakosti (3) i prve jednaqine sistema dobijamo da va�i

y + z = 2x− x′

y + 5z = 4x+ x′′

}
,

odakle se jednostavno dobija da je

(5) y = −1

4
(5x′ + x′′ − 6x) , z =

1

4
(x′ + x′′ + 2x) .

Zamenom ovako odre�enih y i z u (4) dobijamo linearnu jednaqinu tre�eg reda sa konstantnim
koeficijentima

(6) x′′′ − 3x′′ + 2x′ = 0.

Iz karakteristiqne jednaqine koja odgovara toj diferencijalnoj jednaqini, λ3 − 3λ2 + 2λ = 0,
dobijamo da je λ ∈ {0, 1, 2}, odakle zakǉuqujemo da je opxte rexeǌe jednaqine (6) dato sa

x(t) = C1 + C2e
t + C3e

2t, C1, C2, C3 ∈ R.

Diferenciraǌem dobijamo da je
x′ = C1e

t + 2C3e
2t,

odnosno
x′′ = C2e

t + 4C3e
2t,
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pa zamenom u (5) jednostavno dobijamo da je

y =
3

2
C1 − 2C3e

2t, z =
1

2
C1 + C2e

t + 2C3e
2t.

Dakle, rexeǌe sistema je dato sa

x(t) = C1 + C2e
t + C3e

2t

y(t) =
3

2
C1 − 2C3e

2t

z(t) =
1

2
C1 + C2e

t + 2C3e
2t

 , C1, C2, C3 ∈ R.

2. naqin: Uradi�emo zadatak i matriqnom metodom, xto �e nam ubudu�e biti prvi izbor
za rexavaǌe sistema. Ako je A matrica datog sistema, tada se iz karakteristiqne jednaqine
det(A− λI) = 0, odnosno ∣∣∣∣∣∣

2− λ −1 −1
12 −4− λ −12
−4 1 5− λ

∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇔ −λ3 + 3λ2 − 2λ = 0

dobijaju sopstvene vrednsoti λ1 = 0, λ2 = 1 i λ3 = 2. Analiziramo svaku sopstvenu vrednost
ponaosob:

Za λ1 = 0, sopstveni vektor M =

ab
c

 odre�ujemo iz jednaqine (A− 0 · I)M = O, odnosno

 2 −1 −1
12 −4 −12
−4 1 5

 ·

ab
c

 =

00
0

 ⇔
2a − b − c = 0
12a − 4b − 12c = 0
−4a + b + 5c = 0

 .

Rexeǌe prethodnog sistema je (a, b, c) = (2α, 3α, α), α ∈ R, a skup svih sopstvenih vektora je

dat sa M =

2α3α
α

, α ∈ R \ {0}. Nama je za partikularno rexeǌe dovoǉno da izaberemo jednog

predstavnika iz skupa sopstvenih vektora, tako da za α = 1 dobijamo X1(t) =

23
1

 e0·t.
Za λ2 = 1, sopstveni vektor M =

ab
c

 odre�ujemo iz jednaqine (A− 1 · I)M = O, odnosno

 1 −1 −1
12 −5 −12
−4 1 4

 ·

ab
c

 =

00
0

 ⇔
a − b − c = 0

12a − 5b − 12c = 0
−4a + b + 4c = 0

 .

Rexeǌe prethodnog sistema je (a, b, c) = (α, 0, α), α ∈ R, a skup svih sopstvenih vektora je dat sa

M =

α0
α

, α ∈ R \ {0}, odakle za α = 1 dobijamo X2(t) =

10
1

 e1·t.
Konaqno, za λ3 = 2, sopstveni vektor M =

ab
c

 odre�ujemo iz jednaqine (A − 2 · I)M = O,

odnosno  0 −1 −1
12 −6 −12
−4 1 3

 ·

ab
c

 =

00
0

 ⇔
− b − c = 0

12a − 6b − 12c = 0
−4a + b + 3c = 0

 .
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Rexeǌe prethodnog sistema je (a, b, c) = (α,−2α, 2α), α ∈ R, a skup svih sopstvenih vektora je dat

sa M =

 α
−2α
2α

, α ∈ R \ {0}. Za α = 1 dobijamo X3(t) =

 1
−2
2

 e2·t.
Na osnovu odre�enih partikularnih rexeǌa, mo�emo odrediti opxte rexeǌe. Va�i

X(t) = C1X1(t) + C2X2(t) + C3X3(t) = C1 ·

23
1

+ C2 ·

10
1

 et + C3 ·

 1
−2
2

 e2t,
odnosno

x(t) = 2C1 + C2e
t + C3e

2t

y(t) = 3C1 − 2C3e
2t

z(t) = C1 + C2e
t + 2C3e

2t

 , C1, C2, C3 ∈ R.

2. Rexiti sistem
x′ = 3x − y + z
y′ = −x + 5y − z
z′ = x − y + 3z

 .

Rexeǌe. Neka je A matrica datog sistema. Tada je det(A− λI) = 0 ekvivalentno sa

0 =

∣∣∣∣∣∣
3− λ −1 1
−1 5− λ −1
1 −1 3− λ

∣∣∣∣∣∣ = −(λ3 − 11λ2 + 36λ− 36) = p(λ).

Nije texko uoqiti da je λ = 2 jedna nula polinoma p(λ). Deǉeǌem polinoma p(λ) polinomom λ−2
dobijamo da va�i p(λ) = −(λ− 2)(λ2 − 9λ+ 18) = (2− λ)(λ− 3)(λ− 6). Dakle, sopstvene vrednosti
matrice A su λ1 = 2, λ2 = 3 i λ3 = 6. Kao i u prethodnom zadatku �emo odrediti sopstveni
vektor za svaku od sopstvenih vrednosti kao netrivijalno rexeǌe jednaqine

(7) (A− λiI)M = O, i = 1, 2, 3.

Za λ1 = 2 se (7) svodi na sistem

a − b + c = 0
−a + 2b − c = 0
a − b + c = 0

 ,

qije je rexeǌe (a, b, c) = (α, 0,−α), α ∈ R \ {0}, odakle je X1(t) =

 1
0
−1

 e2t.
Sliqno, za λ2 = 3 i λ3 = 6 dobijamo sisteme

b − c = 0
a − 2b + c = 0
a − b = 0

 ,
3a + b − c = 0
a + b + c = 0
a − b − 3c = 0


qija su rexeǌa (α, α, α), odnosno (α,−2α, α), α ∈ R\{0}. Odatle dobijamo nezavisna partikularna

rexeǌa X2(t) =

11
1

 e3t i X3(t) =

 1
−2
1

 e6t. Opxte rexeǌe je sada

x(t) = C1e
2t + C2e

3t + C3e
6t

y(t) = C2e
3t − 2C3e

6t

z(t) = −C1e
2t + C2e

3t + C3e
6t

 , C1, C2, C3 ∈ R.
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3. Rexiti sistem
x′ = −2x − 3y + 3z
y′ = x + 2y − z
z′ = −x − y + 2z

 .

Rexeǌe. Neka je A matrica datog sistema. Tada je det(A− λI) = 0 ekvivalentno sa

0 =

∣∣∣∣∣∣
−2− λ −3 3

1 2− λ −1
−1 −1 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = −λ(λ− 1)2,

pa imamo jednu jednostuku sopstvenu vrednost λ1 = 0 i jednu dvostruku sopstvenu vrednost
λ2,3 = 1.

Kao i u prethodnim zadacima, za λ1 = 0 jednostavno odre�ujemo odgovaraju�e partikularno

rexeǌe X1(t) =

 3
−1
1

.
Za λ2,3 = 1 imamo dva nezavisna partikularna rexeǌa oblika (M1 +M2t)e

t, gde M1 =

a1b1
c1

 i

M2 =

a2b2
c2

 dobijamo iz (A− I)M1 =M2 i (A− I)M2 = O, odnosno

−3a1 − 3b1 + 3c1 = a2
a1 + b1 − c1 = b2
−a1 − b1 + c1 = c2

 ,
−3a2 − 3b2 + 3c2 = 0
a2 + b2 − c2 = 0
−a2 − b2 + c2 = 0

 ,

odakle je a2 = b2 = c2 = 0 i c1 = a1 + b1, pri qemu su a1 i b1 proizvoǉne vrednosti. Odabirom
vrednosti za a1 i b1 dobijamo X2 i X3: Za a1 = 0 i b1 = 1 je

X2(t) =

01
1

+

00
0

 t
 et =

01
1

 et,
dok je za a1 = 1 i b1 = 0

X2(t) =

10
1

+

00
0

 t
 et =

10
1

 et.
Opxte rexeǌe je sada

x(t) = 3C1 + C3e
t

y(t) = −C1 + C2e
t

z(t) = C1 + (C2 + C3)e
t

 , C1, C2, C3 ∈ R.

4. Rexiti sistem
x′ = x − y + z
y′ = x + y − z
z′ = − y + 2z

 .

12



Rexeǌe. Karakteristiqni polinom matrice datog sistema je (2− λ)(λ− 1)2. Za λ1 = 2 jednos-

tavno dobijamo partikularno rexeǌe X1(t) =

10
1

 e2t, dok za λ2,3 = 1 imamo sistem

− b1 + c1 = a2
a1 − c1 = b2

− b1 + c1 = c2

 ,
− b2 + c2 = 0

a2 − c2 = 0
− b2 + c2 = 0

 ,

odakle je a2 = b2 = c2, a1 = c1 + c2 i b1 = c1 − c2. Za c1 = 1, c2 = 0 dobijamo rexeǌe X2(t), a za
c1 = 0, c2 = 1 dobijamo X3(t), gde je

X2(t) =

11
1

+

00
0

 t
 et =

11
1

 et, X3(t) =

 1
−1
0

+

11
1

 t
 et =

 1 + t
−1 + t
t

 et,
pa je opxte rexeǌe dato sa

x(t) = C1e
2t + C2e

t + C3(1 + t)et

y(t) = C2e
t + C3(t− 1)et

z(t) = C1e
2t + C2e

t + C3e
t

 , C1, C2, C3 ∈ R.

5. Rexiti sistem
x′ = 4x − 3y
y′ = 3x + 4y

}
.

Rexeǌe. Ako je A matrica datog sistema, tada sopstvene vrednosti nalazimo kao rexeǌe
jednaqine det(A− λI) = 0, odnosno

0 =

∣∣∣∣4− λ −3
3 4− λ

∣∣∣∣ = (λ− 4)2 + 9 = (λ− 4− 3i)(λ− 4 + 3i).

Dakle, rexeǌa su λ1,2 = 4± 3i. Odredimo najpre Xkom:

(A− (4 + 3i)I)M = O ⇔
[
−3i −3
3 −3i

]
·
[
a
b

]
=

[
0
0

]
⇔ ia+ b = 0

a− bi = 0

}
,

odakle je a = bi, pa je M =

[
i
1

]
α, α ∈ C \ 0. Za α = 1 imamo

Xkom(t) =

[
i
1

]
e(4+3i)t =

[
i
1

]
e4t · e3it =

[
i
1

]
e4t(cos 3t+ i sin 3t)

=

[
i cos 3t− sin 3t
cos 3t+ i sin 3t

]
e4t =

[
− sin 3t
cos 3t

]
e4t︸ ︷︷ ︸

X1(t)

+i

[
cos 3t
sin 3t

]
e4t︸ ︷︷ ︸

X2(t)

,

odakle je opxte rexeǌe X(t) = C1X1(t) + C2X2(t), odnosno

x(t) = −C1e
4t sin 3t + C2e

4t cos 3t
y(t) = C1e

4t cos 3t + C2e
4t sin 3t

}
, C1, C2 ∈ R.

13



6. Rexiti sistem
x′ = 2x − y + 2z
y′ = x + 2z
z′ = −2x + y − z

 .

Rexeǌe. Sopstvene vrednosti date matrice sistema dobijamo iz 0 = det(A−λI) = (λ−1)(λ2+1),
odakle je λ1 = 1 i λ2,3 = ±i. Za λ1 = 1 jednostavno dobijamo odgovaraju�e partikularno rexeǌe

X1 =

02
1

 et. Za λ2,3 = ±i najpre posmatramo sistem (A− iI)M = O, odnosno

(2− i)a − b + 2c = 0
a − ib + 2c = 0

−2a + b − (1 + i)c = 0

 ,

qije je rexeǌe (a, b, c) = (−(1 + i)α,−(1 + i)α, α), α ∈ C. Za α = −1 dobijamo kompleksno partiku-
larno rexeǌe

Xkom =

1 + i
1 + i
−1

 eit =
cos t− sin t
cos t− sin t

− cos t

+ i

cos t+ sin t
cos t+ sin t

− sin t

 .
Ako je X2 = Re(Xkom) i X3 = Im(Xkom), onda je opxte rexeǌe datog sistema X = C1X1 + C2X2 +
C3X3, odnosno

x(t) = (C2 + C3) cos t+ (−C2 + C3) sin t
y(t) = 2C1e

t + (C2 + C3) cos t+ (−C2 + C3) sin t
z(t) = C1e

t − C2 cos t− C3 sin t

 , C1, C2, C3 ∈ R.
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