
Rexeǌa zadataka 1. grupe januarskog ispita iz

MATEMATIKE 1

1. Neka je G = Q \ {2} i neka je operacija ∗ definisana sa

x ∗ y = xy − 2x− 2y + 6, x, y ∈ G.

Ispitati da li je (G, ∗) grupa. Da li je (G, ∗) Abelova grupa?

Rexeǌe:

Za poqetak, primetimo da va�i

x ∗ y = xy − 2x− 2y + 6 = xy − 2x− 2y + 4 + 2

= x(y − 2)− 2(y − 2) + 2 = (x− 2)(y − 2) + 2.

1) zatvorenost: Ako su x i y proizvoǉna dva elementa iz G = Q \ {2}, tada je i
x ∗ y ∈ G:

1◦ Va�i x ∗ y ∈ Q zbog zatvorenosti skupa Q u odnosu na operacije mno�eǌa i
sabiraǌa;

2◦ Va�i x ∗ y 6= 2. Ako pretpostavimo suprotno, tada va�i:

x ∗ y = 2 ⇔ (x− 2)(y − 2) + 2 = 2 ⇔ (x− 2)(y − 2) = 0 ⇔ x = 2 ∨ y = 2,

xto je u kontradikciji sa uslovom da su x i y elementi skupa G.

2) asocijativnost Primetimo da za proizvoǉne x, y, z ∈ G va�i:

(x ∗ y) ∗ z = ((x− 2)(y − 2) + 2) ∗ z = (((x− 2)(y − 2) + 2)− 2)(z − 2) + 2

= (x− 2)(y − 2)(z − 2) + 2 = (x− 2)((y − 2)(z − 2) + 2− 2) + 2

= (x− 2)(y ∗ z − 2) + 2 = x ∗ (y ∗ z),

odakle sledi asocijativnost operacije ∗ u skupu G. U posledǌem nizu jednakosti
je pre�utno korix�ena asocijativnost sabiraǌa i mno�eǌa u skupi Q.

3) komutativnost: Ako su x, y ∈ G proizvoǉni, tada va�i komutativnost ope-
racije ∗ u skupu G:

x ∗ y = (x− 2)(y − 2) + 2 = (y − 2)(x− 2) + 2 = y ∗ x.

Korix�ena je komutativnost mno�eǌa u skupu Q.

4) neutral: Ispitujemo postojaǌe elementa e ∈ G takvog da za svaki element
x ∈ G va�i x ∗ e = e ∗ x = x. Poxto smo utvrdili komutativnost, dovoǉno je da
va�i x ∗ e = x, odnosno:

(x− 2)(e− 2) + 2 = x ⇔ (x− 2)(e− 2) = x− 2,
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odakle, zbog x 6= 2 sledi da je e − 2 = 1, odnosno e = 3. To je oqigledno element
skupa Q \ {2}, pa je e = 3 zaista tra�eni neutral.

5) inverz: Neka je x proizvoǉan element iz G. Imaju�i komutativnost u vidu,
ispitujemo da li postoji element x ∈ G, takav da va�i x ∗ x = e, odnosno

(x− 2)(x− 2) + 2 = 3 ⇔ (x− 2)(x− 2) = 1 (x 6= 2)

⇔ x− 2 =
1

x− 2

⇔ x = 2 +
1

x− 2
=

2x− 3

x− 2
.

Ako je x racionalan broj, tada je i
2x− 3

x− 2
tako�e racionalan broj, jer je

zbir i proizvod kao i koliqnik dva racionalna broja (kada je definisan) opet
racionalan broj. Konaqno, va�i

x 6= 2 ⇔ 2 +
1

x− 2
6= 2 ⇔ 1

x− 2
6= 0,

xto je ispuǌeno za svako x ∈ G. Dakle, x =
2x− 3

x− 2
je zaista inverz elementa x.

Iz svega navednog, zakǉuqujemo da je (G, ∗) Abelova grupa.

2. Neka su date taqke A(1,−2, 1) i B(5, 4, 3), i ravan β : 3x+ y − z + 3 = 0.

a) Odrediti jednaqinu ravni α u odnosu na koju su A i B me�usobno simetriqne
taqke.

b) Odrediti jednaqinu prave p koja sadr�i taqku A i paralelna je ravnima α
i β.

Rexeǌe:

a) Tra�ena ravan α je ortogonalna na pravu odre�enu taqkama A i B, i sadr�i
taqku S, sredixte du�i AB. Va�i

−→
AB = (5, 4, 3) − (1,−2, 1) = (4, 6, 2) = 2(2, 3, 1), te

�emo uzeti da je −→n α = (2, 3, 1) vektor normale ravni α. Daǉe, va�i

S =
A+B

2
=

(1,−2, 1) + (5, 4, 3)

2
= (3, 1, 2),

pa je jednaqina tra�ene ravni:

α : 2(x− 3) + 3(y − 1) + (z − 2) = 0 ⇔ 2x+ 3y + z − 11 = 0

A

B

α
S
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b) Ravni α i β se seku jer −→n α i −→n β nisu proporcionalni: Zaista, −→n α = λ−→n β,
odnosno (2, 3, 1) = (3λ, λ,−λ) nema rexeǌa po λ u skupu R. Prava p je ortogonalna
na ravni α i β, te stoga va�i:

−→v p =
−→n α ×−→n β =

∣∣∣∣∣∣
i j k
2 3 1
3 1 −1

∣∣∣∣∣∣ = (−4, 5,−7).

Poxto prava p sadr�i taqku A, ona je data jednaqinom:

p :
x− 1

−4
=
y + 2

5
=
z − 1

−7
.

α

β A

p

3. a) Odrediti Tejlorov polinom tre�eg stepena funkcije f(x) = x ln(x + 3) u
okolini taqke x = −2.

b) Izraqunati graniqnu vrednost:

lim
x→0

ln(ex
2 − x sinx) + cos(1−

√
1 + x2)− 1

x4
.

Rexeǌe:

a) Odredimo prva tri izvoda date funkcije:

f ′(x) = (x ln(x+ 3))′ = ln(x+ 3) +
x

x+ 3
,

f ′′(x) =

(
ln(x+ 3) +

x

x+ 3

)′
=

1

x+ 3
+
x+ 3− x
(x+ 3)2

=
x+ 3 + 3

(x+ 3)2
=

x+ 6

(x+ 3)2
,

f ′′(x) =

(
x+ 6

(x+ 3)2

)′
=

(x+ 3)2 − 2(x+ 3)(x+ 6)

(x+ 3)4
=
x+ 3− 2x− 12

(x+ 3)3
=
−x− 9

(x+ 3)3

Tra�eni Tejlorov polinom je sada

T2(x) = f(−2) + f ′(−2)(x+ 2) +
f ′′(−2)

2
(x+ 2)2 +

f ′′′(−2)
6

(x+ 2)3

= 0− 2(x+ 2) +
4

2
(x+ 2)2 − 7

6
(x+ 2)3 = −2(x+ 2) + 2(x+ 2)2 − 7

6
(x+ 2)3.
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b) Koriste�i Maklorenove razvoje sa Peanovim ostatkom dobijamo da va�i

ln(ex
2 − x sinx) = ln(1 + x2 +

x4

2
− x(x− x3

6
) + o(x4))

= ln(1 +
2x4

3
+ o(x4)) =

2x4

3
+ o(x4), x→ 0,

kao i

cos(1−
√
1 + x2) = cos

(
1−

(
1 + x2

)1/2)
= cos

(
1−

(
1 +

x2

2
− x4

8
+ o(x4)

))
= cos

(
−x

2

2
+
x4

8
+ o(x4)

)
= 1− x4

8
+ o(x4), x→ 0.

Dakle, imamo da je

lim
x→0

ln(ex
2 − x sinx) + cos(1−

√
1 + x2)− 1

x4
= lim

x→0

2x4

3
+ 1− x4

8
− 1 + o(x4)

x4

= lim
x→0

13x4

24
+ o(x4)

x4
=

13

24
.

4. Ispitati tok i skicirati grafik funkcije

f(x) =

√
x

1− x
.

Rexeǌe:
1) domen: Funkcija f je definisana za one vrednosti x takve da je x ≥ 0 i x 6= 1,

odnosno Df = [0, 1) ∪ (1,+∞).

2) nule i znak: f(x) = 0 ⇔ x = 0. Znak funkcije se mo�e utvrditi iz naredne
jednostavne tabele:

(0, 1) (1,+∞)

√
x + +

1− x + −

f(x) + −

Dakle, funkcija je pozitivna na intervalu (0, 1) a negativna na intervalu (1,+∞).

3) parnost: Domen funkcije nije simetriqan u odnosu na koordinatni poqetak,
pa ova funkcija nije ni parna ni neparna.
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4) asimptote: Va�i

lim
x→1±

f(x) = lim
x→1±

√
x

���
�: 0∓

1− x
= ∓∞,

pa je x = 1 obostrana vertikalna asimptota funkcije f .
Daǉe, iz

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

√
x

√
x

(
1√
x
−
√
x

) = lim
x→+∞

1

�
�
��7

0

1√
x
−
√
x

= 0,

sledi da je y = 0 horizontalna asimptota funkcije f .

5) monotonost: Prvi izvod ove funkcije je:

f ′(x) =

( √
x

1− x

)′
=

1

2
√
x
(1− x)−

√
x(−1)

(1− x)2
=

1− x+ 2x

2
√
x(1− x)2

=
x+ 1

2
√
x(1− x)2

.

Oqigledno je da je f ′(x) > 0 za svako x ∈ Df \ {0}, odakle sledi da je funkcija
rastu�a na (0, 1) i (1,+∞). Funkcija ima lokalni minimum u x = 0.

6) konveksnost: Raqunamo drugi izvod funkcije f :

f ′′(x) =
1

2

(
x+ 1√
x(x− 1)2

)′
=

√
x(x− 1)2 − (x+ 1)

(
1

2
√
x
(x− 1)2 +

√
x · 2(x− 1)

)
2x(x− 1)4

=
2x(x− 1)− (x+ 1)(x− 1 + 4x)

4x
√
x(x− 1)3

=
2x2 − 2x− (x+ 1)(5x− 1)

4x
√
x(x− 1)3

=
2x2 − 2x− 5x2 + x− 5x+ 1

4x
√
x(x− 1)3

=
−3x2 − 6x+ 1

4x
√
x(x− 1)3

.

Va�i

f ′′(x) = 0 ⇔ 3x2 + 6x− 1 = 0 ∧ x ∈ Df ⇔ x =
2
√
3− 3

3
.

Formirajmo tabelu kojom �emo ispitati znak drugog izvoda:(
0, (2
√
3− 3)/3

) (
(2
√
3− 3)/3, 1

)
(1,+∞)

−3x2 − 6x+ 1 + − −

(x− 1)3 − − +

x
√
x + + +

f ′′(x) − + −
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Dakle, funkcija f je konveksna na intervalu

(
2
√
3− 3

3
, 1

)
a konkavna na inter-

valima

(
0,

2
√
3− 3

3

)
i (1,+∞). Prevojna taqka je P

(
2
√
3− 3

3
,

√
6
√
3− 9

6− 2
√
3

)
.

7) grafik: Na osnovu prethodnih taqaka je mogu�e skicirati slede�i grafik:
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