
Rexeǌa zadataka 1. grupe junskog
ispita iz

MATEMATIKE 1

1. U zavisnosti od realnog parametra a diskutovati i rexiti sistem
linearnih jednaqina:

2x − y + (2a− 1)z = 3
(a+ 2)x − 2z = 1
ax − 2y + 4z = 3a+ 2

Rexeǌe:
Zadatak �emo rexavati uz pomo� Kramerove teoreme. Za poqetak,

potrebno je izraqunati determinante odgovaraju�ih matrica:

∆ =

∣∣∣∣∣∣
2 −1 2a− 1

a+ 2 0 −2
a −2 4

∣∣∣∣∣∣ = 2a− 2(a+ 2)(2a− 1) + 4(a+ 2)− 8

= 2a− 4a2 − 6a+ 4 + 4a+ 8− 8 = 4− 4a2 = −4(a− 1)(a+ 1),

∆x =

∣∣∣∣∣∣
3 −1 2a− 1
1 0 −2

3a+ 2 −2 4

∣∣∣∣∣∣ = 2(3a+ 2)− 2(2a− 1) + 4− 12

= 6a+ 4− 4a+ 2− 8 = 2a− 2 = 2(a− 1),

∆y =

∣∣∣∣∣∣
2 3 2a− 1

a+ 2 1 −2
a 3a+ 2 4

∣∣∣∣∣∣
= 8− 6a+ (a+ 2)(3a+ 2)(2a− 1)− a(2a− 1)− 12(a+ 2) + 4(3a+ 2)

= 8− 6a+ (a+ 2)(6a2 + a− 2)− 2a2 + a− 12a− 24 + 12a+ 8

= −2a2 − 5a− 8 + 6a3 + 13a2 − 4 = 6a3 + 11a2 − 5a− 12

= (a− 1)(6a2 + 17a+ 12),

∆z =

∣∣∣∣∣∣
2 −1 3

a+ 2 0 1
a −2 3a+ 2

∣∣∣∣∣∣ = −a− 6(a+ 2) + (a+ 2)(3a+ 2) + 4

= −a− 6a− 12 + 3a2 + 8a+ 4 + 4 = 3a2 + a− 4 = (a− 1)(3a+ 4)

Na osnovu ovih vrednosti razlikujemo slede�e sluqajeve:
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1. a /∈ {−1, 1}: U ovom sluqaju je matrica sistema regularna, odnosno
sistem ima jedinstveno rexeǌe:

(x, y, z) =

(
∆x

∆
,

∆y

∆
,

∆z

∆

)
=

(
− 1

2(a+ 1)
,−6a2 + 17a+ 12

4(a+ 1)
,− 3a+ 4

4(a+ 1)

)
.

2. a = −1: Matrica sistema je singularna i pritom npr. va�i ∆x 6=
0, pa na osnovu Kramerove teoreme zakǉuqujemo da sistem u ovom
sluqaju nema rexeǌe.

3. a = 1: Poxto je u ovom sluqaju ispuǌeno ∆ = ∆x = ∆y = ∆z = 0,
znamo da sistem ili ima beskonaqno mnogo rexeǌa ili nema rexeǌa
uopxte. Zamenom a = 1 u poqetni sistem, dobijamo

2x −y +z = 3

3x −2z = 1
x −2y +4z = 5 III− 2 · I

2x −y +z = 3

3x −2z = 1

−3x +2z = −1 III + II

2x −y +z = 3
3x −2z = 1

0 = 0

Zakǉuqujemo da postoji beskonaqno mnogo rexeǌa ovog sistema koja
zavise od jednog parametra. Poxto su nam promenǉive y i z vezane,
uze�emo da je x = α, α ∈ R i izraziti y i z preko tog parametra.
Konaqno rexeǌe sistema za a = 1 je:

(x, y, z) =

(
α,

7α− 7

2
,

3α− 1

2

)
, α ∈ R.

2. Date su prave p :
x− 2

−2
=
y + 2

1
=
z − 1

2
i q :

x+ 2

2
=
y + 1

−1
=
z − 1

−2
i

taqka A(−4,−10,−1).

a) Ispitati uzajamni polo�aj pravih p i q. Odrediti ugao izme�u
ǌih ako se seku, odnosno rastojaǌe izme�u ǌih u suprotnom.

b) Neka je α ravan koja je paralelna pravama p i q, i sadr�i taqku A.
Odrediti jednaqinu prave koja je simetriqna pravoj p u odnosu na ravan
α.
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Rexeǌe:
Prava p je odre�ena taqkom P (2,−2, 1) i vektorom pravca −→v p =

(−2, 1, 2), a prava q taqkom Q(−2,−1, 1) i vektorom −→v q = (2,−1,−2).
a) Poxto je −→v p = −−→v q, to su prave p i q paralelne. Rastojaǌe izme�u

te dve prave je:

d(p, q) = d(P, q) =
|−→v q ×

−−→
PQ|

|−→v q|
,

gde je

−→v q ×
−−→
PQ = (2,−1,−2)× (−4, 1, 0) =

∣∣∣∣∣∣
i j k
2 −1 −2
−4 1 0

∣∣∣∣∣∣ = (2, 8,−2),

odnosno va�i

d(p, q) =

√
22 + 82 + (−2)2√

22 + (−1)2 + (−2)2
= 2
√

2.

b) Vektor pravca ravni α je normalan na vektor −→v p (i −→v q) i vektor
−−→
PQ, te je proporcionalan vektoru −→v p ×

−−→
PQ = (−2,−8, 2) = −2(1, 4,−1), pa

mo�emo uzeti da je −→n α = (1, 4,−1). Jednaqina ravni α je:

α : 1(x+ 4) + 4(y + 10)− 1(z + 1) = 0 ⇔ x+ 4y − z + 43 = 0.

p

qP

Q

α

−→n α = λ(−→v p ×
−−→
PQ)

A

Neka je taqka P ′ simetriqna taqki P u odnosu na ravan α. Tada je taqka
S, sredixte du�i PP ′, projekcija taqke P na ravan α. Poxto je

−→
PS ‖ −→n α,

to je S = P + t−→n α = (2 + t,−2 + 4t, 1 − t), gde parametar t ∈ R dobijamo iz
uslova S ∈ α:

2 + t+ 4(−2 + 4t)− (1− t) + 43 = 0 ⇔ 18t+ 36 = 0 ⇔ t = −2.

Dakle, projekcija taqke P na ravan α je S(0,−10, 3) a ǌoj simetriqna
taqka u odnosu na α je P ′ = 2S−P = (−2,−18, 5). Ako je p′ tra�ena prava,
tada je ona paralelna pravoj p, pa va�i −→v p′ = −→v p, a kako je P ′ ∈ p′, to je
ǌena jednaqina:

p′ :
x+ 2

−2
=
y + 18

1
=
z − 5

2
.
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3. Neka je dat niz (an) qiji je opxti qlan

an = 2n · ln
(

n+ 1√
n2 + n+ 1

)
, n ∈ N.

a) Ispitati konvergenciju niza (an) i u sluqaju da konvergira na�i
ǌegovu graniqnu vrednost.

b) Odrediti sve taqke nagomilavaǌa niza (bn), qiji je opxti qlan

bn =

(
1 + 2n(−1)

n

1 + 3n(−1)n

)
sin

2nπ

3
+

2n + 7n+1

2n+1 + 5 · 7n
, n ∈ N.

Rexeǌe:
a) Primetimo da za opxti qlan datog niza va�i

an = 2n · ln
(

n+ 1√
n2 + n+ 1

)
= ln

((
(n+ 1)2

n2 + n+ 1

)1/2
)2n

= ln

(
n2 + 2n+ 1

n2 + n+ 1

)n
= ln

(
1 +

n

n2 + n+ 1

)n

= ln

(1 +
1
n

n2+n+1

)n2+n+1
n


n2

n2+n+1

Koriste�i qiǌenicu da su funkcije x 7→ lnx i x 7→ ex neprekidne, lako
raqunamo graniqnu vrednost niza (an):

lim
n→∞

an = ln

 lim
n→∞

(1 +
1
n

n2+n+1

)n2+n+1
n


n2

n2+n+1


= ln

(
e

lim
n→∞

n2

n2+n+1

)
= ln(e1) = 1.

b) Definiximo nizove (cn), (dn) i (en) na slede�i naqin:

cn =

(
1 + 2n(−1)

n

1 + 3n(−1)n

)
, dn = sin

2nπ

3
i en =

2n + 7n+1

2n+1 + 5 · 7n
,

odakle je bn = cn · dn + en. Posmatrajmo najpre niz (cn) i, konkretnije,
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ǌegove podnizove parnih i neparnih qlanova:

lim
k→∞

c2k = lim
k→∞

1 + 4k

1 + 6k
=

2

3
,

lim
k→∞

c2k+1 = lim
k→∞

1 +
�
�
��>

0

2

2k + 1

1 +
�
�
��>

0

3

2k + 1

= 1

Dakle, skup taqaka nagomilavaǌa niza (cn) je Tcn =

{
2

3
, 1

}
.

Za niz (dn) va�i

dn =


0, n = 3k√

3

2
, n = 3k + 1

−
√

3

2
, n = 3k + 2

, k ∈ N0,

odnosno skup taqaka nagomilavaǌa ovog niza je Tdn =

{
0,−
√

3

2
,

√
3

2

}
.

Konaqno, niz (en) je konvergentan:

lim
n→∞

en = lim
n→∞

��7n


�
�
���

0(
2

7

)n
+ 7


��7n

2
�
�
���

0(
2

7

)n
+ 5


=

7

5
.

Imaju�i u vidu sve dosadaxǌe zakǉuqke, skup taqaka nagomilavaǌa
se mo�e odrediti iz slede�e tabele:

n lim
n→∞

cn lim
n→∞

dn lim
n→∞

en lim
n→∞

bn

6k 2/3 0 7/5 7/5

6k + 1 1
√

3/2 7/5
√

3/2 + 7/5

6k + 2 2/3 −
√

3/2 7/5 −
√

3/3 + 7/5
6k + 3 1 0 7/5 7/5

6k + 4 2/3
√

3/2 7/5
√

3/3 + 7/5

6k + 5 1 −
√

3/2 7/5 −
√

3/2 + 7/5

Skup taqaka nagomilavaǌa niza (bn) je stoga:

Tbn =

{
7

5
,

√
3

2
+

7

5
,−
√

3

2
+

7

5
,

√
3

3
+

7

5
,−
√

3

3
+

7

5

}
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4. Ispitati tok i skicirati grafik funkcije

f(x) =
1− lnx

x lnx
.

Rexeǌe:
1) domen: Funkcija je definisana za vrednosti x > 0, x 6= 1, odnosno

Df = (0, 1) ∪ (1,+∞).

2) nule i znak: Va�i f(x) = 0⇔ lnx = 1⇔ x = e. Znak funkcije se lako
mo�e odrediti na osnovu slede�e tabele:

(0, 1) (1, e) (e,+∞)

1− lnx + + −

x lnx − + +

f(x) − + −

Funkcija je negativna na intervalima (0, 1) i (e,+∞) a pozitivna na in-
tervalu (1, e).

3) parnost: Domen funkcije nije simetriqan u odnosu na koordinatni
poqetak, pa ova funkcija nije ni parna ni neparna.

4) asimptote:
Najpre �emo proveriti da li funkcija poseduje vertikalne asimptote,

odnosno zanima nas ponaxaǌe funkcije u taqkama domena u okolini taqa-
ka 0 i e:

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

�
�
�7

0

1

lnx
− 1

x
= −∞,

lim
x→1±

f(x) = lim
x→1±

�
�
�7
±∞

1

lnx
− 1

x
= ±∞.

Dakle, prave x = 0 i x = 1 su vertikalne asimptote funkcije f . Ispitajmo
da ponaxaǌe funkcije u ǌenom desnom kraju definisanosti:

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

�
�
�7

0

1

lnx
− 1

x
= 0−.
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Zakǉuqujemo da je y = 0 horizontalna asimptota funkcije f . Samim tim,
funkcija nema kosu asimptotu.

5) monotonost: Za prvi izvod va�i:

f ′(x) =

(
1− lnx

x lnx

)′
=

− 1

x
x lnx− (1− lnx)

(
lnx+ x

1

x

)
x2 ln2 x

=
ln2 x− lnx− 1

x2 ln2 x

na osnovu qega zakǉuqujemo da je f ′(x) = 0 ⇔ ln2− lnx − 1 = 0 ∧ x ∈ Df .
Uvex�emo smenu t = lnx, i posmatrati prethodni uslov kao kvadratnu
jednaqinu po t. Za ǌena rexeǌa va�i t = 1±

√
5

2 , odakle dobijamo da su

nule prvog izvoda x1 = e
1−
√

5
2 i x2 = e

1+
√

5
2 . Na osnovu naredne tabele(

0, e
1−
√

5
2

) (
e

1−
√

5
2 , 1

) (
1, e

1+
√

5
2

)
(e

1+
√

5
2 ,+∞)

ln2 x− lnx− 1 + − − +

x2 ln2 x + + + +

f ′(x) + − − +

zakǉuqujemo da funkcija raste na intervalima
(

0, e
1−
√

5
2

)
i (e

1+
√

5
2 ,+∞) a

opada na intervalima
(
e

1−
√

5
2 , 1

)
i
(

1, e
1+
√

5
2

)
. Odatle sledi da funkcija

ima lokalni maksimum u taqki xmax = e
1−
√

5
2 , a lokalni minimum u xmin =

e
1+
√

5
2 .

6) konveksnost: Drugi izvod funkcije f je:

f ′′(x) =

(
ln2 x− lnx− 1

x2 ln2 x

)′

=

(
2 lnx · 1

x
− 1

x

)
x2 ln2 x− (ln2 x− lnx− 1)

(
2x ln2 x+ x2 · 2 lnx · 1

x

)
x4 ln4 x

=
2x ln3 x− x ln2 x− 2x ln4 x− 2x ln3 x+ 2x ln3 x+ 2x ln2 x+ 2x ln2 x+ 2x lnx

x4 ln4 x

=
−2x ln4 x+ 2x ln3 x+ 3x ln2 x+ 2x lnx

x4 ln4 x
=
−2 ln3 x+ 2 ln2 x+ 3 lnx+ 2

x3 ln3 x

=
−2 ln3 x+ 4 ln2 x− 2 ln2 x+ 4 lnx− lnx+ 2

x3 ln3 x
=

(2− lnx)(2 ln2 x+ 2 lnx+ 1)

x3 ln3 x
.

Poxto va�i

2 ln2 x+ 2 lnx+ 1 = ln2 x+ (lnx+ 1)2 > 0, x ∈ Df ,

to je f ′′(x) = 0⇔ lnx = 2 ∧ x ∈ Df ⇔ x = e2. Iz tabele
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(0, 1)
(
1, e2

) (
e2,+∞

)
2− lnx + + −

ln3 x − + +

2 ln2 x+ 2 lnx+ 1

x3
+ + +

f ′′(x) − + −

sledi da je funkcija konveksna na intervalu
(
1, e2

)
a konkavna na inter-

valima (0, 1) i (e2,+∞). Funkcija ima prevojnu taqku P

(
e2,− 1

2e2

)
.

7) grafik: Na osnovu prethodnih taqaka je mogu�e skicirati grafik
poput ovog koji je prilo�en na slici.
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Slika 0.1: Grafik


