
Rexeǌa zadataka 3. grupe sa drugog kolokvijuma iz

MATEMATIKE 1

1. [7p] Neka je dat niz (an) qiji je opxti qlan

an =

√
n

n3 − n
+

√
n

n3 − n+ 1
+ · · ·+

√
n

n3 + n+ 1
, n ≥ 2.

Ispitati konvergenciju niza (an) i u sluqaju da konvergira na�i ǌegovu graniqnu
vrednost.

Rexeǌe:
Primetimo da va�i

n3 − n ≤ n3 − n+ k ≤ n3 + n+ 1, k = 0, 1, ..., 2n+ 1,

odnosno √
n

n3 − n
≥
√

n

n3 − n+ k
≥
√

n

n3 + n+ 1
, k = 0, 1, ..., 2n+ 1.

Sumiraǌem ovih nejednakosti za svako k = 0, 1, ..., 2n+ 1 dobijamo da va�i

(2n+ 2)

√
n

n3 − n︸ ︷︷ ︸
bn

≥
2n+1∑
k=0

√
n

n3 − n+ k︸ ︷︷ ︸
an

≥ (2n+ 2)

√
n

n3 + n+ 1︸ ︷︷ ︸
cn

.

Vidimo da je ispuǌeno

lim
n→∞

bn = 2 lim
n→∞

√
n(n+ 1)2

n3 − n
= 2 lim

n→∞

√√√√√√��n3(1 +
�
��7
0

1
n
)2

��n
3(1−

�
��7
0

1
n2 )

= 2,

kao i

lim
n→∞

cn = 2 lim
n→∞

√
n(n+ 1)2

n3 + n+ 1
= 2 lim

n→∞

√√√√√√ ��n
3(1 +

�
��7
0

1
n
)2

��n
3(1 +

�
��7
0

1
n2 +�

��7
0

1
n3 )

= 2,

pa na osnovu Leme o dva policajca sledi da je niz (an) konvergentan i va�i
lim
n→∞

an = 2.
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2. a) [2p] Odrediti Tejlorov polinom drugog stepena funkcije f(x) = x
√
x+ 1 u

okolini taqke x0 = 1.

b) [6p] Odrediti vrednost realnog parametra A za koju je funkcija

f(x) =


sin(x+ x2) + e−(3x

2/2+x) − 1

x3
, x 6= 0

A(1− x2), x = 0

neprekidna u taqki x = 0.

Rexeǌe:

a) Odredimo prvi i drugi izvod date funkcije:

f ′(x) =
(
x
√
x+ 1

)′
=
√
x+ 1 +

x

2
√
x+ 1

=
2(x+ 1) + x

2
√
x+ 1

=
3x+ 2

2
√
x+ 1

,

f ′′(x) =
1

2

(
3x+ 2√
x+ 1

)′
=

3
√
x+ 1− (3x+ 2)

1

2
√
x+ 1

2(x+ 1)
=

6(x+ 1)− (3x+ 2)

4(x+ 1)
√
x+ 1

=
3x+ 4

4(x+ 1)3/2
.

Tra�eni Tejlorov polinom je sada

T2(x) = f(1) + f ′(1)(x− 1) +
f ′′(1)

2
(x− 1)2 =

√
2 +

5

2
√
2
(x− 1) +

7

16
√
2
(x− 1)2.

b) Funkcija f �e biti neprekidna u taqki x = 0 ukoliko va�i

lim
x→0

f(x) = f(0) = A(1− 02) = A. (1)

Koriste�i Maklorenove razvoje sa Peanovim ostatkom dobijamo da va�i

sin(x+ x2) = x+ x2 − (x+ x2)3

6
+ o(x3) = x+ x2 − x3

6
+ o(x3), x→ 0,

kao i

e−(3x
2/2+x) = 1−

(
3x2

2
+ x

)
+

(
3x2

2
+ x

)2

2
−

(
3x2

2
+ x

)3

6
+ o(x3)

= 1− 3x2

2
− x+

2 · 3x
2

2
· x+ x2

2
− x3

6
+ o(x3)

= 1− x− x2 +
4x3

3
+ o(x3), x→ 0.
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Dakle, imamo da je

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

sin(x+ x2) + e−(3x
2/2+x) − 1

x3

= lim
x→0

(x+ x2 − x3

6
+ o(x3)) + (1− x− x2 +

4x3

3
+ o(x3))− 1

x3

=

7x3

6
+ o(x3)

x3
=

7

6
.

(2)

Konaqno, na osnovu (1) i (2) sledi da je funkcija neprekidna u x = 0 za A =
7

6
.

3. [10p] Ispitati tok i skicirati grafik funkcije

f(x) = ln3 x− 9 lnx.

Rexeǌe:
1) domen: Domen funkcije f je isti kao i domen funkcije x 7→ lnx, odnosno

Df = (0,+∞).

2) nule i znak: f(x) = 0 ⇔ lnx · (ln2 x − 9) = 0 ⇔ lnx = 0 ∨ lnx = 3 ∨ lnx = −3, pa
su nule funkcije x1 = e−3, x2 = 1 i x3 = e3. Na osnovu naredne tabele:

(0, e−3) (e−3, 1) (1, e3) (e3,+∞)

lnx+3 − + + +

lnx−3 − − − +

lnx − − + +

f(x) − + − +

zakǉuqujemo da je funkcija negativna na intervalima (0, e−3) i (1, e3) a pozitivna
na intervalima (e−3, 1) i (e3,+∞).

3) parnost: Domen funkcije nije simetriqan u odnosu na koordinatni poqetak,
pa ova funkcija nije ni parna ni neparna.

4) asimptote: Va�i lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

��
�*−∞lnx · (ln2

��
�*+∞

x−9) = −∞, pa je x = 0 desna

vertikalna asimptota funkcije f .
Funkcija nema horizontalnu asimptotu poxto va�i

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

��
�*+∞

lnx · (ln2
�
��*+∞

x−9) = +∞.
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Daǉe, vixestrukom primenom Lopitalovog pravila imamo da va�i

lim
x→+∞

f(x)

x
=

ln3 x− 9 lnx

x

∞
∞= lim

x→+∞

3 ln2 x · 1
x
− 9

x
1

= lim
x→+∞

3(ln2 x− 3)

x

∞
∞= 3 lim

x→+∞

2 lnx · 1
x

1

= 6 lim
x→+∞

lnx

x

∞
∞= 6 lim

x→+∞

1

x
1

= 0,

(3)

odakle zakǉuqujemo da funkcija nema ni kosu asimptotu.

5) monotonost: Primetimo da smo prilikom prve upotrebe Lopitalovog pra-
vila u (3) ve� izraqunali prvi izvod funkcije f :

f ′(x) =
3(ln2 x− 3)

x
=

3(lnx+
√
3)(lnx−

√
3)

x
.

Prvi izvod je definisan na celom domenu i va�i

f ′(x) = 0 ⇔ lnx = −
√
3 ∨ lnx =

√
3 ⇔ x = e−

√
3 ∨ x = e

√
3.

Iz jednostavne tabele

(0, e−
√
3) (e−

√
3, e
√
3) (e

√
3,+∞)

lnx+
√
3 − + +

lnx−
√
3 − − +

x + + +

f ′(x) + − +

se zakǉuquje da funkcija f raste na intervalima (0, e−
√
3) i (e

√
3,+∞), opada na

intervalu (e−
√
3, e
√
3), ima lokalni maksimum za x = e−

√
3 i lokalni minimum za

x = e
√
3. Na grafiku �emo oznaqiti taqke Amax = (e−

√
3, 6
√
3) i Bmin = (e

√
2,−6

√
3).

6) konveksnost: Raqunamo drugi izvod funkcije f :

f ′′(x) =

(
3(ln2 x− 3)

x

)′
= 3 ·

2 lnx · 1
x
· x− (ln2 x− 3)

x2

= −3 · ln
2 x− 2 lnx− 3

x2
=

3(lnx+ 1)(3− lnx)

x2
.

Drugi izvod je tako�e definisan na qitavom domenu i va�i

f ′′(x) = 0 ⇔ lnx = −1 ∨ lnx = 3 ⇔ x = e−1 ∨ x = e3.
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Kao i ranije, formira�emo tabelu kojom �emo ispitati znak drugog izvoda:

(0, e−1) (e−1, e3) (e3,+∞)

lnx+ 1 − + +

3− lnx + + −

x2 + + +

f ′′(x) − + −

Dakle, funkcija f je konkavna na intervalima (0, e−1) i (e3,+∞) a konveksna na
intervalu (e−1, e3). Prevojne taqke su P1(e

−1, 8) i P2(e
3, 0).

7) grafik: Na osnovu prethodnih taqaka je mogu�e skicirati slede�i grafik:
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