
Rexeǌa zadataka 3. grupe februarskog
ispita iz

MATEMATIKE 1

1. U zavisnosti od realnih parametara a i b diskutovati i rexiti
sistem linearnih jednaqina:

x + y + 2z − u = 1
−x + y + (a− 2)z + 3u = a− 1
x + 3y + (b+ 2)z + au = b+ 1

Rexeǌe:
Zadatak �emo rexavati uz pomo� teoreme Kroneker-Kapelija, uz uo-

biqajene oznake A i Ap za standardnu i proxirenu matricu sistema.
Koriste�i elementarne transformacije vrsta koje quvaju rang, mo�emo
svesti proxirenu matricu sistema na dijagonalni oblik:

1 1 2 −1
... 1

−1 1 a− 2 3
... a− 1

1 3 b+ 2 a
... b+ 1

 II + 1 · I

III + (−1) · I 1 1 2 −1 1
−1 1 a− 2 3 a− 1
1 3 b+ 2 a b+ 1

 II + 1 · I
III + (−1) · I

1 1 2 −1
... 1

0 2 a 2
... a

0 2 b a+ 1
... b


III + (−1) · II

1 1 2 −1
... 1

0 2 a 2
... a

0 0 b− a a− 1
... b− a


Sada razlikujemo nekoliko sluqajeva:

1. b 6= a: U ovom sluqaju je r(A) = r(Ap) = 3 i skup rexeǌa sistema
zavisi od jednog parametra. Ako je u = α ∈ R, tada zamenom u sistem
dobijamo da va�i:

(x, y, z, u) =

(
−1 + −a

2 + a+ 4b− 4

2(b− a)
α,
a2 + a− 2b

2(b− a)
α, 1− a− 1

b− a
α, α

)

1
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2. b = a:

2.1. a = 1: Sada je r(A) = r(Ap) = 2, pa sistem ima dvoparametarski
skup rexeǌa. Ako je u = α i z = β, tada se rexeǌe sistema mo�e
zapisati u obliku:

(x, y, z, u) =

(
1 + 4α− 3β

2
,
1− 2α− β

2
, β, α

)
.

2.2. a 6= 1: Va�i r(A) = r(Ap) = 3, pa ponovo imamo situaciju kada
skup rexeǌa sistema zavisi od jednog parametra. Iz posledǌe jed-
naqine je (a − 1)u = 0 odakle je u = 0. Ako oznaqimo z = α, tada za
rexeǌe sistema va�i:

(x, y, z) =

(
2− a+ (a− 4)α

2
,
a− aα

2
, α, 0

)
.

2. Neka su date ravan α : 2x + y + 3z + 5 = 0, ravan β odre�ena taqkama

A(0,−1, 1), B(2, 3, 1) i C(1,−5,−1), taqka T (0,−4, 4) i prava p :
x− 3

2
=

y − 1

1
=
z − 5

3
.

a) Ispitati uzajamni polo�aj ravni α i β. Odrediti rastojaǌe
izme�u α i β ako su paralelne, odnosno ugao izme�u ǌih ako se seku.

b) Odrediti jednaqinu prave q koja sadr�i taqku T , paralelna je
ravni α i seqe pravu p.

Rexeǌe:
a) Ravan β je odre�ena taqkom A i vektorom ortogonalnim na vektore

−−→
AB i

−→
AC. Poxto je:

−−→
AB ×

−→
AC =

∣∣∣∣∣∣
i j k
2 4 0
1 −4 −2

∣∣∣∣∣∣ = (−8, 4,−12) = −4(2,−1, 3),

mo�emo uzeti da je −→n β = (2,−1, 3).

β

~nβ

A

B

C
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Dakle, jednaqina ravni β je

β : 2(x− 0)− 1(y + 1) + 3(z − 1) = 0 ⇔ 2x− y + 3z − 4 = 0.

Poxto −→n α i −→n β nisu proporcionalni, ravni α i β se seku. Ugao izme�u
te dve ravni je odre�en sa:

cos](α, β) =
|−→n α · −→n β |
|−→n α||−→n β |

=
(2, 1, 3) · (2,−1, 3)√
4 + 1 + 9

√
4 + 1 + 9

=
4− 1 + 9

14
=

12

14
=

6

7
,

odnosno va�i ](α, β) = arccos 6
7 .

b) Neka je S preseqna taqka date prave p i tra�ene prave q.

α

T

S

p

q

Kako je ispuǌeno S ∈ p, to je S = (2t + 3, t + 1, 3t + 5) za neko t ∈ R. Ako
va�i q ‖ α, tada je

−→
TS · −→n α = 0 ⇔ (2t+ 3, t+ 5, 3t+ 1) · (2, 1, 3) = 0 ⇔ 14t+ 14 = 0,

odakle se dobija t = −1, odnosno S = (1, 0, 2) i −→v q =
−→
TS = (1, 4,−2).

Konaqno, jednaqina tra�ene prave je

q :
x

1
=
y + 4

4
=
z − 4

−2
.

3. Neka je dat niz (an) qiji je opxti qlan

an =
1

2 · 3
+

2

3 · 5
+

4

5 · 9
+ · · ·+ 2n

(2n + 1)(2n+1 + 1)
, n ≥ 2.

a) Ispitati konvergenciju niza (an) i u sluqaju da konvergira na�i
ǌegovu graniqnu vrednost.
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b) Odrediti sve taqke nagomilavaǌa niza (bn), qiji je opxti qlan

bn = sinnπ · an +
2019 · 2n + 3n+1

(−1)n+1 + 3n
cos

2nπ

3
, n ≥ 2.

Rexeǌe:
a) Primetimo da za ceo broj n ≥ 0 va�i

2n+1 + 1− (2n + 1) = 2n+1 − 2n = 2n(2− 1) = 2n.

Na osnovu toga vidimo da va�i

an =
1

2 · 3
+

2

3 · 5
+

4

5 · 9
+ · · ·+ 2n

(2n + 1)(2n+1 + 1)

=
3− 2

2 · 3
+

5− 3

3 · 5
+

9− 5

5 · 9
+ · · ·+ 2n+1 + 1− (2n + 1)

(2n + 1)(2n+1 + 1)

=
1

2
− 1

3
+

1

3
− 1

5
+

1

5
− 1

9
+ · · ·+ 1

2n + 1
− 1

2n+1 + 1

=
1

2
− 1

2n+1 + 1
,

odakle sledi da je (an) konvergentan niz i va�i:

lim
n→∞

an =
1

2
.

b) Jasno je da je sinnπ = 0, za svako n ∈ N. Definiximo nizove (cn) i
(dn) na slede�i naqin:

cn =
2019 · 2n + 3n+1

(−1)n+1 + 3n
i dn = cos

2nπ

3
,

odakle je bn = cn · dn. Niz (cn) je konvergentan:

lim
n→∞

cn = lim
n→∞

2019 · 2n + 3n+1

(−1)n+1 + 3n
= lim
n→∞

��3n
(
2019 ·��

�* 0(
2
3

)n
+ 3

)
��3n

(
(−1)n+1

�
�7

0

1
3n + 1

) = 3,

a za niz (dn) va�i

dn =


1, n = 3k

− 1
2 , n = 3k + 1

− 1
2 , n = 3k + 2

, k ∈ N0.

0

2π

3

4π

3
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Sada je oqigledno da va�i lim
h→∞

b3k = 3 i lim
h→∞

b3k+1 = lim
h→∞

b3k+2 = − 3
2 .

Dakle, skup taqaka nagomilavaǌa niza (bn) je

Tbn =

{
3,−3

2

}

4. Ispitati tok i skicirati grafik funkcije

f(x) = x2
√
x+ 1.

Rexeǌe:
1) domen: Funkcija je definisana kad va�i x + 1 ≥ 0, odnosno Df =

[−1,+∞).

2) nule i znak: Va�i f(x) = 0⇔ x = 0 ∨ x = −1. Funkcija je pozitivna
na intervalima (−1, 0) i (0,+∞).

3) parnost: Domen funkcije nije simetriqan u odnosu na koordinatni
poqetak, pa ova funkcija nije ni parna ni neparna.

4) asimptote:
Funkcija je neprekidna na svom domenu i definisana u levom kraju,

pa nema verikalnih asimptota. Poxto va�i lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

x2
√
x+ 1 =

+∞, to funcija nema ni horizontalnu asimptotu, a iz lim
x→+∞

f(x)
x =

lim
x→+∞

x
√
x+ 1 = +∞ sledi da funkcija nema ni kosu asimptotu.

5) monotonost: Za prvi izvod va�i:

f ′(x) = (x2
√
x+ 1)′ = 2x

√
x+ 1 + x2 · 1

2
√
x+ 1

=
4x(x+ 1) + x2

2
√
x+ 1

=
5x2 + 4x

2
√
x+ 1

,

pa na osnovu toga zakǉuqujemo da je f ′(x) = 0 ⇔ x(5x + 4) = 0 ∧ x ∈ Df ⇔
x = 0 ∨ x = − 4

5 . Tako�e, iz naredne tabele

(−1,−4/5) (−4/5, 0) (0,+∞)

x − − +

5x+ 4 − + +

√
x+ 1 + + +

f ′(x) + − +
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zakǉuqujemo da funkcija raste na intervalima
(
−1,− 4

5

)
i (0,+∞) a opada

na intervalu
(
− 4

5 , 0
)
. Odatle sledi da funkcija ima lokalni minimum u

taqkama x = −1 i x = 0, a lokalni maksimum u x = − 4
5 .

6) konveksnost: Drugi izvod funkcije f je:

f ′′(x) =

(
5x2 + 4x

2
√
x+ 1

)′
=

(10x+ 4)
√
x+ 1− (5x2 + 4x) 1

2
√
x+1

2(x+ 1)

=
(20x+ 8)(x+ 1)− (5x2 + 4x)

2(x+ 1) · 2
√
x+ 1

=
20x2 + 28x+ 8− 5x2 − 4x

4(x+ 1)
3
2

=
15x2 + 24x+ 8

4(x+ 1)
3
2

,

odakle je f ′′(x) = 0⇔ 15x2 + 24x+ 8 = 0 ∧ x ∈ Df ⇔ x = 2
√
6−12
15 . Iz tabele(

−1, (2
√
6− 12)/15

) (
(2
√
6− 12)/15,+∞

)
15x2 + 24x+ 8 − +

(x+ 1)
3
2 + +

x
√
x − +

f ′′(x) − +

sledi da je funkcija konkavna na intervalu
(
−1, 2

√
6−12
15

)
a konvek-

sna na intervalu
(

2
√
6−12
15 ,+∞

)
. Funkcija ima jednu prevojnu taqku,

P

(
2
√
6−12
15 , (56−16

√
6)
√

2
√
6+3

75
√
15

)
.

7) grafik: Na osnovu prethodnih taqaka je mogu�e skicirati slede�i
grafik:
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