
Rexeǌa zadataka 3. grupe sa prvog kolokvijuma iz

MATEMATIKE 1

1. Neka je G =


a 0 b
0 0 0
0 0 a

 | a, b ∈ Q ∧ a 6= 0

 i neka je ∗ mno�eǌe matrica. Ispi-

tati da li je (G, ∗) grupa. Da li je (G, ∗) Abelova grupa?

Rexeǌe:

1) zatvorenost: Neka su A =

a 0 b
0 0 0
0 0 a

 i B =

c 0 d
0 0 0
0 0 c

 dva proizvoǉna elementa

iz skupa G. Tada je po definiciji tog skupa a, b, c, d ∈ Q i a 6= 0, c 6= 0. Va�i

A ∗ B =

ac 0 ad+ bc
0 0 0
0 0 ac

, pa poxto je ac, ad + bc ∈ Q zbog zatvorenosti skupa Q u

odnosu na operacije sabiraǌa i mno�eǌa, i ac 6= 0, to je skup G zatvoren u odnosu
na operaciju ∗.

2) asocijativnost Poxto je mno�eǌe kvadratnih matrica reda 3 u opxtem
sluqaju asocijativna operacija, asocijativnost mno�eǌa �e va�iti i u skupu
G.

3) komutativnost: Ako su A i B proizvoǉne matrice kao u stavci 1), tada je

A ∗B =

ac 0 ad+ bc
0 0 0
0 0 ac

 =

ca 0 cb+ da
0 0 0
0 0 ca

 = B ∗ A,

pri qemu je korix�ena komutativnost sabiraǌa i mno�eǌa u skupu Q, te je ispu-
ǌena komutativnost operacije ∗ u skupu G.

4) neutral: Ispitujemo postojaǌe elementa E =

e1 0 e2
0 0 0
0 0 e1

 takvog da za svaki

element A ∈ G va�i A ∗ E = E ∗ A = A. Poxto smo utvrdili komutativnost,
dovoǉno je da va�i A ∗ E = A, odnosno:ae1 0 ae2 + be1

0 0 0
0 0 ae1

 =

a 0 b
0 0 0
0 0 a

 ,
odakle dobijamo da va�i ae1 = a i ae2 + be1 = b. Kako va�i a 6= 0, to je e1 = 1,

a odatle i e2 = 0. Ispuǌeno je e1, e2 ∈ Q i e1 6= 0, pa je E =

1 0 0
0 0 0
0 0 1

 tra�eni

neutral.
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5) inverz: Neka je A =

a 0 b
0 0 0
0 0 a

 proizvoǉan element iz G. Imaju�i komuta-

tivnost u vidu, ispitujemo da li postoji element A =

a 0 b
0 0 0
0 0 a

, takav da va�i

A ∗ A = E, odnosno aa 0 ab+ ba
0 0 0
0 0 aa

 =

1 0 0
0 0 0
0 0 1

 ,
pa zbog a 6= 0 direktno dobijamo da je a =

1

a
i ab +

b

a
= 0, odakle je b = − b

a2
.

Poxto je koliqik dva racionalna broja, kad je delilac razliqit od nule, opet
racionalan broj, to su a, b ∈ Q i oqigledno je a 6= 0, te je

A =

1/a 0 −b/a2
0 0 0
0 0 1/a


zaista inverz elementa A.

Iz svega navednog, zakǉuqujemo da je (G, ∗) Abelova grupa.

2. Date su taqke A(1, 0, 1), B(2, λ, 3), C(λ+ 4, 3, 1) i D(5, 1, 5) u prostoru R3.

a) Odrediti vrednost realnog parametra λ tako da vektori
−→
AB,

−→
AC i

−−→
AD budu

linearno zavisni.

b) Za vrednost parametra λ = 1 izraqunati zapreminu piramide ABCD i
du�inu visine hD iz temena D u toj piramidi.

Rexeǌe:

a) Vektori
−→
AB = (1, λ, 2),

−→
AC = (λ + 3, 3, 0) i

−−→
AD = (4, 1, 4) �e biti linearno

zavisni ako jednaqina
α1
−→
AB + α2

−→
AC + α3

−−→
AD =

−→
0 , (1)

odnosno
(α1 + (λ+ 3)α2 + 4α3, λα1 + 3α2 + α3, 2α1 + 4α3) = (0, 0, 0)

ima neko netrivijalno rexeǌe, xto je ekvivalentno sa tim da homogen sistem

α1 + (λ+ 3)α2 + 4α3 = 0
λα1 + 3α2 + α3 = 0
2α1 + 4α3 = 0

ima jox neko rexeǌe sem (α1, α2, α3) = (0, 0, 0). To je sada ekvivalentno sa tim da
je ∣∣∣∣∣∣

1 λ+ 3 4
λ 3 1
2 0 4

∣∣∣∣∣∣ = 0,
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odakle je −4λ2 − 10λ − 6 = 0 ⇔ −2(λ + 1)(2λ + 3) = 0. Dakle, (1) �e biti ispuǌeno
ako i samo ako va�i λ ∈ {−1,−3/2}.

b) Ako je λ = 1, tada je

[
−→
AB,
−→
AC,
−−→
AD] =

∣∣∣∣∣∣
1 1 2
4 3 0
4 1 4

∣∣∣∣∣∣ = −20,
odakle je tra�ena zapremina

VABCD =
1

6
|[
−→
AB,
−→
AC,
−−→
AD]| = 10

3
.

Za zapreminu piramide va�i formula VABCD =
1

3
hD ·B, gde je

B =
1

2
|
−→
AB ×

−→
AC| = 1

2
|(1, 1, 2)× (4, 3, 0)| = 1

2
|(−6, 8,−1)| =

√
101

2

povrxina osnove ABC te piramide. Konaqno, du�ina visine iz temena D je jedna-

ka hD =
3VABCD

B
=

20√
101

.

3. Neka su date ravan α : x− 2y + 2z − 3 = 0, ravan β odre�ena taqkama A(1,−1, 1),
B(−1, 1, 2) i C(3,−2, 2) i taqka S(−1, 2,−2).

a) Odrediti jednaqinu ravni π koja je ortogonalna na ravni α i β i sadr�i
taqku S.

b) Odrediti ortogonalnu projekciju prave p :
x− 5

2
=
y + 5

1
=
z + 3

0
na ravan π.

Rexeǌe:

Odredimo prvo jednaqinu ravni β. Za ǌen vektor normale ~nβ va�i da je orto-
gonalan na vektore

−→
AB = (−2, 2, 1) i

−→
AC = (2,−1, 1), pa mo�emo uzeti da je ~nβ =

−→
AB ×

−→
AC = (3, 4,−2). Poxto je npr. A ∈ β, to je jednaqina te ravni:

3(x− 1) + 4(y + 1)− 2(z − 1) = 0,

odnosno
β : 3x+ 4y − 2z + 3 = 0.

a) Ravan π je ortogonalna na ravni α i β, pa isto va�i i za ǌihove vektore
normala, te je ~nπ = λ(~nα × ~nβ). Poxto je ~nα × ~nβ = (−4, 8, 10) = 2(−2, 4, 5), mo�emo
uzeti da je ~nπ = (−2, 4, 5). Sada se jednaqina ravni π dobija koriste�i i uslov
S ∈ π:

π : −2(x+ 1) + 4(y − 2) + 5(z + 2) = 0 ⇔ −2x+ 4y + 5z = 0.

b) Prava p je odre�ena vektorom pravca ~vp = (2, 1, 0) i taqkom P = (5,−5,−3).
Primetimo da je

~vp · ~nπ = (2, 1, 0) · (−2, 4, 5) = −4 + 4 = 0,
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odakle zakǉuqujemo da su prava p i ravan π paralelne. Stoga �e tra�ena orto-
gonalna projekcija prave p na ravan π biti prava p′, koja je paralelna sa p, te za
ǌu va�i ~vp′ = ~vp. Dovoǉno je jox odrediti neku taqku P ′ sa te prave, a mi �emo
uzeti da je P ′ projekcija taqke P na ravan π.

P

P ′

p

p′

π

~vp

~vp′

Poxto je
−−→
PP ′ ⊥ π, to je

−−→
PP ′ = λ~nπ, odakle je P ′ = P+λ~nπ = (5−2λ,−5+4λ,−3+5λ).

Parametar λ odre�ujemo iz uslova P ′ ∈ π, odnosno:

−2(5− 2λ) + 4(−5 + 4λ) + 5(−3 + 5λ) = 0,

odakle se jednostavno dobija da je λ = 1. Dakle, tra�ena taqka je P ′(3,−1, 2) a
jednaqina prave p′ je:

p′ :
x− 3

2
=
y + 1

1
=
z − 2

0


