
Vektorski prostori

Neka je K neko poǉe, (V,+) jedna Abelova grupa, i neka je
· : K × V → V preslikavaǌe takvo da va�i

λ · (u+ v) = λ · u+ λ · v
(λ+ µ) · v = λ · v + µ · v,
λ · (µ · v) = (λ · µ) · v,

1 · v = v.

Ure�ena qetvorka (V,K,+, ·), se naziva vektorski prostor .
Elemente skupa V nazivamo vektorima, a elemente skupa K
skalarima.
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Vektorski prostori

Skupovi V i K mogu biti razni: vektori mogu biti brojevi,
matrice, polinomi itd. a najqex�e je sluqaj da su skalari
iz poǉa R ili C.

Nas �e najvixe interesovati sluqaj kada je V = Rn, n ∈ N i
K = R, pri qemu su operacije + i · definisane na slede�i
naqin:
Ako je (x1, x2, ..., xn), (y1, y2, ..., yn) ∈ Rn i α ∈ R, tada je

(x1, x2, ..., xn) + (y1, y2, ..., yn) = (x1 + y1, x2 + y2, ..., xn + yn),

α · (x1, x2, ..., xn) = (αx1, αx2, ..., αxn).
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Linearni omotaq

Neka su dati vektori v1, v2, ..., vn ∈ V . Skup

L{v1, v2, ..., vn} = {α1v1+α2v2+ · · ·+αnvn | α1, α2, ..., αn ∈ K}

nazivamo linearnim omotaqem vektora v1, v2, ..., vn.

Elementi tog skupa se nazivaju linearnim kombinacijama
vektora v1, v2, ..., vn.

Primer: Posmatrajmo vektorski prostor (R2,R,+, ·) i dva
vektora, v1 = (1, 2) i v2 = (2, 1). Primer dve linearne
kombinacije ova dva vektora:

v1 + v2 = (1, 2) + (2, 1) = (3, 3)

2v1 + (−3)v2 = (2, 4) + (−6,−3) = (−4, 1)
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Linearni omotaq

Va�i L{v1, v2} = R2, odnosno skup {v1, v2} generixe ceo
prostor R2, pa je to jedan generatorni skup prostora R2.
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Linearna zavisnost

Vektori v1, v2, ..., vk ∈ V su linearno nezavisni ako va�i

α1v1 + α2v2 + · · ·+ αkvk = 0 ⇒ α1 = α2 = · · · = αk = 0.

U suprotnom, ti vektori su linearno zavisni.

Maksimalan broj linearno nezavisnih vektora u vektorskom
prostoru V predstavǉa dimenziju tog vektorskog prostora,
u oznaci dimV .

Ako je n = dimV i v1, v2, ..., vn je n linearno nezavisnih
vektora u prostoru V , tada ka�emo da je {v1, v2, ..., vn} jedna
baza prostora V .

Rang matrice je jednak maksimalnom broju ǌenih linearno
nezavisnih kolona (ili broju ǌenih linearno nezavisnih
vrsta).
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Naredna tvr�eǌa su ekvivalentna:

{v1, v2, ..., vn} je baza vektorskog prostora V .

{v1, v2, ..., vn} je minimalni generatorni skup V .

Za svako v ∈ V postoje jedinstveni α1, α2, ..., αn ∈ K
takvi da je v = α1v1 + α2v2 + · · ·+ αnvn.

Za vrednosti α1, α2, ..., αn iz posledǌe stavke prethodnog
tvr�eǌa ka�emo da predstavǉaju koordinate vektora v u bazi
{v1, v2, ..., vn}.
Za razliqite baze, isti vektor �e imati razliqite
koordinate.
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Koordinate

Primer: Lako se mo�e proveriti da je {(1, 2), (2, 1)} jedna
baza prostora R2.

U primeru od ranije smo imali da je

(−4, 1) = 2(1, 2)− 3(2, 1),

odnosno koordinate vektora (−4, 1) u toj bazi su 2 i −3.
Sa druge strane, va�i

(−4, 1) = −4(1, 0) + 1(0, 1)

pa se tu vidi da kad god smo ranije govorili o
koordinatama, mi smo nesvesno mislili na jednu konkretnu
bazu (ortonormirana baza {e1, e2}, za e1 = (1, 0) i e2 = (0, 1)).
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Vektori u R3

Sredǌa xkola: Prostor R3 je opisan preko Dekartovog
koordinatnog sistema u kome elemente R3 predstavǉamo kao
taqke.
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Vektori u R3

Koristimo oznaku −→a umesto dosadaxǌe a.

Za dva vektora �emo re�i da su jednaki ako se jedan od ǌih
mo�e dobiti nekom translacijom drugog u prostoru.

Umesto, npr.
−→
b = (1, 2, 3), pixe se i

−→
b = 1i+ 2j + 3k.

Euklidsko rastojaǌe izme�u taqaka krajeva vektora
predstavǉa intenzitet tog vektora.

Primer: Ako su date taqke A(1, 1, 1) i B(1, 2, 3), tada je

|
−−→
AB| = |(0, 1, 2)| =

√
02 + 12 + 22 =

√
5.
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Skalarni proizvod

Skalarni proizvod vektora −→a i
−→
b je skalar (broj) odre�en

sa
−→a ·

−→
b = |−→a ||

−→
b | cos∢(−→a ,

−→
b ).

Ukoliko znamo koordinate vektora, −→a = (a1, a2, a3) i
−→
b = (b1, b2, b3), tada se skalarni proizvod raquna kao
−→a ·

−→
b = a1b1 + a2b2 + a3b3.

Ugao izme�u dva vektora:

cos∢(−→a ,
−→
b ) =

−→a ·
−→
b

|−→a | · |
−→
b |

, za −→a ,
−→
b ̸= −→

0 .

Specijalni sluqajevi:
1 −→a =

−→
b : Tada je −→a ·

−→
b = −→a · −→a = |−→a ||−→a | cos 0 = |−→a |2,

2 −→a ⊥
−→
b : Tada je −→a ·

−→
b = |−→a ||

−→
b | cos π

2
= 0.
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Vektorski proizvod

Vektorski proizvod vektora −→a i
−→
b je vektor −→c = −→a ×

−→
b

takav da va�i

1 |−→c | = |−→a ||
−→
b | sin∢(−→a ,

−→
b ),

2 −→c ⊥ −→a i −→c ⊥
−→
b ,

3 Vektori −→a ,
−→
b i −→c qine trijedar desne orijentacije.
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