
MATEMATIKA 1

Pismeni ispit, januar 2009 - Grupa 2

1. Neka je

M =

{[

a 2b
b a

]

, a, b,∈ R
}

.

a) Dokazati da M u odnosu na matriqno sabira�e i mno�e�e qini komutativni prsten
sa jedinicom.

b) Ispitati da li je struktura (M,+, ·) po	e.

Rexe�e: a) Neka je Ma,b =

[

a 2b
b a

]

.

1. (M,+) je Abelova grupa. Iz

Ma,b +Mc,d =Ma+c,b+d, a+ c, b+ d ∈ R

sledi zatvorenost, M0,0 je neutralni element, va�i komutativnost, a matrica M−a,−b
je inverzna za matricu Ma,b.

2. (M, ·) je komutativna polugrupa sa jedinicom . Iz

Ma,b ·Mc,d =Ma+2bd,bc+ad

sledi zatvorenost i komutativnost mno�e�a u skupu M . Neutralni element je je-
diniqna matrica reda 2, a asocijatvnost mno�e�a matrica va�i u opxtem sluqaju.

3. U (M,+, ·) va�e oba distributivna zakona. Na primer,

(Ma,b +Mc,d) ·Me,f =M(a+c)e+2(b+d)f,(b+d)e+(a+c)f =Ma,b ·Me,f +Mc,d ·Me,f .

Iz 1.-3. sledi da je (M,+, ·) komutativni prsten sa jedinicom.

b) U skupu (M \ {O2,2}) nemaju svi elementi inverzni element u odnosu na mno�e�e (na
primer, M√2,1 nema inverznu matricu). Prema tome, struktura (M,+, ·) nije po	e.

2. Rexiti sistem
x − 3z = −3

2x + ky − z = −2
x + 2y + kz = 1

u zavisnosti od realnog parametra k.

Rexe�e: Dati sistem je ekvivalentan sistemu

x − 3z = −3

y +
k + 3

2
z = 2

(k + 5)(2− k)z = 4(2− k)

1. Za k 6∈ {−5, 2} sistem ima jedinstveno rexe�e

(x, y, z) =

(

−3k + 1

k + 5
,

4

k + 5
,

4

k + 5

)

.

2. Za k = −5 sistem nije saglasan (posled�a jednaqina je 0 = 14).



3. Za a = 2 sistem ima jednoparametarski skup rexe�a

Rt =
{(

−3 + 3t, 2− 5

2
t, t

)

, t ∈ R
}

.

Napomena: Do 1. mo�e da se do�e i Kramerovim pravilom, pri qemu je

D = (k + 5)(k − 2), Dx = −3(k + 1)(k − 2), Dy = Dz = 4(k − 2).

3. Ravan π : x−4y+2z−7 = 0 i prava p :

{

x− 2y − 4z + 3 = 0

2x+ y − 3z + 1 = 0
imaju zajedniqku taqku

M . Odrediti jednaqinu prave q koja sadr�i taqku M , pripada ravni π i normalna je na
pravu p.

Rexe�e: Jednaqina prave p je
x+ 1

2
=

y − 1

−1
=

z

1
(dobija se, na primer, rexava�em

sistema kojim je data prava p).
Prodor prave p kroz ravan π je taqka M(2,−1/2, 3/2), pa jednaqina prave q ima oblik

x− 2

a
=
y + 1/2

b
=
z − 3/2

c
. Iz uslova q ⊥ p i q ⊥ nπ dobijamo a = −2, b = 3 i c = 7.

Prema tome,

q :
x− 2

−2
=
y + 1/2

3
=
z − 3/2

7
.

4. a) Izraqunati lim
n→∞

(

n2 − n+ 3

n2 + 2n− 1

)4n−3

.

b) Odrediti taqke nagomilava�a niza (an) ako je

an =
(1 + (−1)n)n2 − n+ 3

n2 + 2n− 1
+

(

n2 − n+ 3

n2 + 2n− 1

)4n−3

.

Rexe�e: a) Kako je an =

(

1 +
−3n+ 4

n2 + 2n− 1

)4n−3

lako nalazimo da an → e−12 kada n→∞.

b) Neka je an = bn + cn, gde je bn =
(1 + (−1)n)n2 − n+ 3

n2 + 2n− 1
. Kako je

bn =















2n2 − n+ 3

n2 + 2n− 1
, n = 2k

−n+ 3

n2 + 2n− 1
, n = 2k − 1

taqke nagomilava�a niza (bn) su 2 i 0, a iz a) sledi da niz (cn) ima samo jednu taqku
nagomilava�a.

Prema tome, taqke nagomilava�a niza (an) su e−12 i 2 + e−12.

5. Ispitati tok i skicirati grafik funkcije f(x) = ln2(x+ 2)− 6 ln(x+ 2) + 5.

Rexe�e: (1) Iz Df = (−2,+∞) i f(x) → +∞ kada x → −2+ sledi da je x = −2 ver-
tikalna asimptota (s desne strane). Iz f(x)→ +∞ kada x→ +∞ sledi da funkcija nema
horizontalnu asimptotu, a iz f(x)/x → 0 kada x → +∞ sledi da funkcija nema ni kosu
asimptotu.



Nule funkcije su x1 = e− 2 i x2 = e5 − 2, funkcija je negativna na intervalu (x1, x2) i
pozitivna na Df \ [x1, x2].

(2) Iz f ′(x) = 2
ln(x+ 2)− 3

x+ 2
sledi da je funkcija opadaju�a na (−2, x3), rastu�a na

(x3,+∞), gde je x3 = e3 − 2 i da ima lokalni minimum u taqki x3 koji je jednak −4.

(3) Iz f ′′(x) = 2
4− ln(x+ 2)

(x+ 2)2
sledi da je funkcija konveksna na intervalima (−2, x4), a

konkavna na intervalu (x4,+∞), gde je x4 = e4 − 2. Grafik funkcije ima prevojnu taqku
P (x4,−3).

Na osnovu podataka iz (1)-(3) lako je skicirati grafik funkcije f .

Dragan �ori�


