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1. Odrediti sve lokalne ekstremume funkcije z = f(x, y) zadate impli-
citno jednaqinom:

z2 + 3x2 + y2 + 3xy − xz − y +
4

3
= 0.

2. Odrediti najmaǌu i najve�u vrednost funkcije

f(x, y) = x2 + y2 − y

na oblasti D = {(x, y) : x2 + (y + 1)2 ≤ 4, x2 + (y − 1)2 ≤ 1}.

3. Izraqunati
∫

x√
x+ 1

ln(x2 + 3) dx.

4. Izraqunati ∫∫
D

xy dxdy,

gde je oblast D ograniqena linijama y = sin 2x, x = 0 i
4

π
x+ y = 2.

Rexeǌa:

1. Neka je F (x, y, z) = z2+3x2+ y2+3xy−xz− y+ 4
3 = 0 tako da je funkcija

z = f(x, y) implicitno zadata jednaqinom F (x, y, z) = 0. Diferenciraǌem
jednakosti iz zadatka po x i y, redom, dobijamo:

z′x(2z − x) = z − 6x− 3y,(1)

z′y(2z − x) = 1− 3x− 2y.(2)

Stacionarne taqke �emo tra�iti iz uslova z′x = 0, z′y = 0 i F (x, y, z) = 0.

Iz prve dve jednakosti dobijamo da je x =
1− 2y

3
, odnosno z = 2−y, odakle

je, nakon kra�eg raquna,

F

(
1− 2y

3
, y, 2− y

)
= 0 ⇔ 2y2 − 11y + 15 = 0.

Rexavaǌem posledǌe jednaqine, dobijamo da je y = −5

2
∨ y = 3, pa jedno-

stavno zakǉuqujemo da su stacionarne taqke S1

(
−5

3
, 3

)
i S2

(
−4

3
,
5

2

)
, i

pri tome je z(S1) = −1 i z(S2) = −1

2
.
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Diferenciraǌem jednakosti (1) po x i y, i jednakosti (2) po y, dobi-
jamo

z′′xx(2z − x) = 2z′x − 2(z′x)
2 − 6,

z′′xy(2z − x) = z′y − 2z′xz
′
y − 3,

z′′yy(2z − x) = −2(z′y)
2 − 2.

Za stacionarne taqke va�i z′′xx(S1) = 18, z′′xy(S1) = 9, z′′yy(S1) = 6 i z′′xx(S2) =
−18, z′′xy(S2) = −9, z′′yy(S2) = −6.

Ako su D1 i D2 glavni minori Heseove matrice
[
z′′xx z′′xy
z′′xy z′′yy

]
, onda je u

taqki S1:

D1 = 18 > 0 i D2 =

∣∣∣∣18 9
9 6

∣∣∣∣ = 27 > 0,

a u taqki S2:

D1 = −18 < 0 i D2 =

∣∣∣∣−18 −9
−9 −6

∣∣∣∣ = 27 > 0.

Na osnovu Silvesterovog kriterijuma, funkcija z = f(x, y) ima
lokalni minimum u taqki S1 i lokalni maksimum u taqki S2 koji iznose

zmin = z(S1) = −1

zmax = z(S2) = −1

2
.

2. Neka su A i B preseqne taqke datih kru�nica. Iz sistema

x2 + (y + 1)2 = 4

x2 + (y − 1)2 = 1,

jednostavno se dobija da je y = 3
4 i x = ±

√
15
4 , odnosno preseqne taqke

su A
(
−

√
15
4 , 3

4

)
i B

(√
15
4 , 3

4

)
. Granicu oblasti D qine otvoreni lukovi

datih krugova l1 i l2, odre�eni taqkama A i B, kao i taqke A i B (videti
sliku).

x

y
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Kandidate za najmaǌu i najve�u vrednost �emo tra�iti me�u sta-
cionarnim taqkama u unutraxǌosti oblsti D i na granici, kao i me�u
taqkama A i B.

Iz uslova f ′
x = f ′

y = 0, odnosno 2x = 2y− 1 = 0, dobijamo S1(0,
1
2 ) ∈ intD,

pa imamo jednog kandidata za najmaǌu i najve�u vrednost.

Za granicu l1 formiramo Lagran�ovu funkciju

L1(x, y;λ) = x2 + y2 − y + λ(x2 + (y + 1)2 − 4),

qije stacionarne taqke tra�imo iz (L1)
′
x = (L1)

′
y = 0 i x2 + (y + 1)2 = 4,

odnosno iz sistema
2x(1 + λ) = 0
2y(1 + λ) = 1− 2λ
x2 + (y + 1)2 = 4


qijim rexavaǌem dobijamo da je x = 0, y = ±1. Imaju�i u vidu granice
krive l1, vidimo da je jedini kandidat taqka S2(0, 1).

Sliqno, za granicu l2 formiramo Lagran�ovu funkciju

L2(x, y;λ) = x2 + y2 − y + λ(x2 + (y − 1)2 − 1),

pa iz (L2)
′
x = (L2)

′
y = 0, x2 + (y − 1)2 = 1, dobijamo sistem

2x(1 + λ) = 0
2y(1 + λ) = 1 + 2λ
x2 + (y − 1)2 = 1


iz kog nalazimo da je x = 0 i y = 0 ∨ y = 2, pa zakǉuqujemo da nas zanima
samo taqka S3(0, 0) ∈ l2.

Konaqno, poxto je f(A) = f(B) = 3
4 , f(S1) = − 1

4 , f(S2) = 0 i f(S3) = 0,
zakǉuqujemo da je

fmin = f(S1) = −1

4
,

fmax = f(A) = f(B) =
3

4
.

3. Primenom parcijalne integracije, pri qemu je u = ln(x2 + 3) i dv =
x√

x2 + 1
dx, a odatle du =

2x

x2 + 3
dx i v =

√
x2 + 1, dobijamo da je
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∫
x√

x2 + 1
ln(x2 + 3) dx

=
√
x2 + 1 ln(x2 + 3)−

∫ √
x2 + 1 · 2x

x2 + 3
dx

=

⌈
x2 + 1 = t2

2x dx = 2tdt

⌋
=
√
x2 + 1 ln(x2 + 3)−

∫
2t2

t2 + 2
dt

=
√

x2 + 1 ln(x2 + 3)−
∫ (

2− 4

t2 + 2

)
dt

=
√

x2 + 1 ln(x2 + 3)− 2t+
4√
2
arctg

(
t√
2

)
+ C

=
√
x2 + 1 ln(x2 + 3)− 2

√
x2 + 1 + 2

√
2 arctg

(√
x2 + 1√

2

)
+ C,

pri qemu je iskorix�en poznat rezultat∫
1

x2 + a2
dx =

1

a

∫
d
(
x
a

)(
x
a

)2
+ 1

=
1

a
arctg

(x
a

)
+ C.

4. Nije texko uvideti da se prava y = 2 − 4
πx

i kriva y = sin 2x prvi put seku u taqki (π4 , 1).
Data oblast D je oznaqena na slici i mo�emo
je predstaviti kao:

D =

{
(x, y) | 0 ≤ x ≤ π

4
, sin 2x ≤ y ≤ 2− 4

π
x

}
.

Odatle je

x

y

0

D

2

π/2

π/4

I =

∫∫
D

xy dxdy =

π/4∫
0

dx

2− 4
π x∫

sin 2x

xy dy =

π/4∫
0

y2

2

∣∣∣∣2− 4
π x

sin 2x

x dy

=
1

2

π/4∫
0

((
2− 4

π
x

)2

− sin2 2x

)
xdy

=
2

π2

π/4∫
0

(π − 2x)2x dy − 1

2

π/4∫
0

x sin2 2xdy.

(3)
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Kako je

π/4∫
0

(π − 2x)2xdx =

π/4∫
0

(π2 − 4πx+ 4x2)x dx =

π/4∫
0

(π2x− 4πx2 + 4x3) dx

=

(
π2

2
x2 − 4π

3
x3 + x4

) ∣∣∣∣π/4
0

=
11π4

768
,

odnosno

π/4∫
0

x sin2 2xdx =

π/4∫
0

x · 1− cos 4x

2
dx =

1

2

 π/4∫
0

xdx−
π/4∫
0

x cos 4xdx


⌈

u = x dv = cos 4xdx
du = dx v = sin 4x

4

⌋
=

1

2

x2

2

∣∣∣∣π/4
0

− x

4
sin 4x

∣∣∣∣π/4
0

+
1

4

π/4∫
0

sin 4xdx


=

π2

64
− 1

8
· cos 4x

4

∣∣∣∣π/4
0

=
π2

64
+

1

16
.

to je, zamenom dobijenih rezultata u (3),

I =
2

π2
· 11π

4

768
− 1

2
·
(
π2

64
+

1

16

)
=

π2

48
− 1

32
.


