
MATEMATIKA 1

Februar 2010 - Grupa III

1. Rexiti sistem
2x − y + z = 2
−6x + cy − 3z = −4
6x − cy + (c+ 1)z = c+ 2 .

u zavisnosti od realnog parametra c.

Rexe�e: Sistem mo�e da se rexi Kramerovim pravilom. Izraqunava�em odgovara-
ju�ih determinanti dobijamo

D = 2(c− 2)(c− 3), Dx = (c− 1)(c− 2), Dy = 4(c− 2), Dz = 2(c− 2)(c− 3).

1. Za c 6∈ {2, 3} sistem ima jedinstveno rexe�e

(x, y, z) =

(

c− 1

2(c− 3)
,

2

c− 3
, 1

)

.

2. Za c = 3 je Dx 6= 0, pa sistem nije saglasan.

3. Za c = 2 sistem je ekvivalentan sistemu

2x− y + z = 2, −6x+ 2y − 3z = −4

koji ima jednoparametarski skup rexe�a

Rα = {(α,−2,−2α) | α ∈ R} .

Napomena. Naravno, sistem mo�e ekvivalentnim transformacijama da se svede na stepe-
nasti oblik, pa da se onda primeni Gausov algoritam (uz odgovaraju�u diskusiju) ili
opet Kramerovo pravilo.

2. Date su prave a i b u prostoru:

a :
x+ 1

1
=
y

1
=
z − 5

−1
i b :

{

x− 2y + 2z − 3 = 0
3x− 5y + 2z + 1 = 0

a) Odrediti vektor pravca ~va prave a i vektor pravca ~vb prave b.

b) Odrediti proizvo	ne taqke A ∈ a i B ∈ b.
v) Odrediti me�usobni polo�aj pravih a i b.

g) Ukoliko se pravae a i b seku, odrediti veliqinu ugla ϕ izme�u �ih i zajedniqku taqku
M , a ukoliko se ne seku odrediti rastoja�e izme�u �ih.

Rexe�e:

a) Iz jednaqine prave a je ~va = (1, 1,−1), dok je

~vb = (1,−2, 2)× (3,−5, 2) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

i j k
1 −2 2
3 −5 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 6i+ 4j + k,

odnosno ~vb = (6, 4, 1).

b) Na primer, A(−1, 0, 5) i B(1, 2, 3).



v) Kako je

[~va, ~vb, ~AB] =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 −1
6 4 1
2 2 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0,

prave a i b pripadaju istoj ravni. Vektori ~va i ~vb nisu kolinearni, xto znaqi da
se prave a i b seku.

g) Veliqina ugla ϕ je odre�ena sa

cos∠(~va, ~vb) =
~va · ~vb
|~va| · |~vb|

=
9√

3
√
53
.

Iz jednaqine prave a imamo da je x = y − 1 i z = −y + 5. Zamenom ovih izraza u
jednaqine prave b, dobijamo x = 1, y = 2 i z = 3. Prema tome, zajedniqka taqka je
upravo taqka B iz b).

3. Ispitati konvergenciju niza (an) qiji je opxti qlan dat sa

an =
2n+ 1−

√
n2 + n+ 1

n+ 3

i odrediti graniqnu vrednost lim
n→∞

ako postoji.

Rexe�e: Iz nejednakosti n2 < n2 + n+ 1 < (n+ 1)2 sledi da je

bn =
n

n+ 3
< an <

n+ 1

n+ 3
= cn.

Kako nizovi (bn) i (cn) konvergiraju ka broju 1, to i niz (an) (Teorema o tri niza)
konvergira, pri qemu je lim

n→∞
an = 1.

Drugo rexe�e. Kako je

an =
2 + 1/n−

√

1 + 1/n+ 1/n2

1 + 3/n
=
un − vn
wn

i kako un → 2, vn → 1 i wn → 1 kada n→∞, niz (an) konvergira ka broju 1.
Na slici su dati grafici nizova (an), (bn) i (cn).
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4. Ispitati tok i skicirati grafik funkcije f(x) =
x2 + 1

ex
.

Rexe�e: (1) Poxto je Df = R, funkcija nema vertikalnih asimptota. Za x → +∞
horizontalna asimptota je x-osa (jer je lim

x→+∞
f(x) = 0), dok za x→ −∞ funkcija nema ni

horizontalnu ni kosu asimptotu (jer je lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

f(x)/x = +∞. Funkcija nema

ni nule, jer je f(x) > 0 za svako x ∈ Df .

(2) Iz f ′(x) = −(x − 1)2e−x sledi da funkcija opada na Df . Stacionarna taqka x = 1
nije taqka lokalnog ektremuma.

(3) Iz f ′′(x) = (x2 − 4x+ 3)e−x sledi da je funkcija konveksna na intervalima (−∞, 1)
i (3,+∞), a konkavna na intervalu (1, 3). Grafik funkcije ima prevojne taqke P (1, 2/e) i
Q
(

3, 10/e3
)

.

Na osnovu podataka iz (1)-(3) lako je skicirati grafik funkcije f . Na slici su
oznaqene prevojne taqke.
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