
MATEMATIKA 1

Februar 2011 - Grupa II

1. Rexiti sistem

(a+ 1)x − y + z = 2a+ 3
−x + (a+ 1)y − z = −3
3x − 3y + (a+ 3)z = 4

u zavisnosti od vrednosti realnog parametra a.

Rexe�e: Neka je D determinanta datog sistema. Za D 6= 0 sistem mo�e da se rexi pri-
menom Kramerovih formula (videti NU1, str.75), a sluqajevi kada je D = 0 razmatraju
se posebno.

1. Kako je D = a2(a + 5), za a 6∈ {−5, 0} sistem ima jedinstveno rexe�e
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2. Za a = 0 imamo sistem

x− y + z = 3, −x+ y − z = −3, 3x− 3y + 3z = 4

koje nije saglasan (videti prvu i tre�u jednaqinu).

3. Za a = −5 imamo sistem

−4x− y + z = −7, −x− 4y − z = −3, 3x− 3y − 2z = 4

koji je ekvivalentan sistemu

x+ 4y + z = 3, 3x− 3y − 2z = 4.

Rang matrice ovog sistema je jednak 2 jer je, na primer, minor M12
12 razliqit od nule (za

oznaku videti NU, str.50). Ako promen	ivu z uzmemo za slobodan parametar, z = α, onda
rexava�em sistema

x+ 4y = 3− α, 3x− 3y = 4 + 2α

dobijamo jednoparametarski skup rexe�a
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Dakle, u ovom sluqaju (x, y, z) ∈ Rα.
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2. Date su taqke A(2,−1, 1), B(3, 2α, 1), C(4, 2, α+ 2) i D(5, 1, α) u prostoru.

a) Odrediti vrednost parametra α za koju su vektori
−−→
AB,

−→
AC i

−−→
AD linearno zavisni.

b) Za α = 1 odrediti jednaqinu ravni π odre�enu taqkama A, B i C.

v) Za α = 1 izraqunati rastoja�e taqke D od ravni π.

g) Za α = 1 izraqunati povrxinu trougla ABC i zapreminu tetraedra ABCD.

Rexe�e:

a) Vektori
−−→
AB = (1, 2α + 1, 0),

−→
AC = (2, 3, α + 1) i

−−→
AD = (3, 2, α − 1) su linearno zavisni

ako i samo ako su komplanarni (videti NU, Teorema 6.1, str.99), odnosno ako i samo

ako je [
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AC,
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AD] = 0 (videti NU, Teorema 6.7, str.109). Kako je
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= 2α(α+ 6),

to znaqi da su dati vektori linearno zavisni za α ∈ {−6, 0}.

b) Jednaqina ravni π odre�ene taqkama A(2,−1, 1), B(3, 2, 1) i C(4, 2, 3) je (videti NU,
str.118)
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odnosno 6x− 2y − 3z − 11 = 0.

v) Rastoja�e taqke D(5, 1, 1) od ravni π (videti NU, str.121) dato je sa

d(D,π) =
|6 · 5− 2 · 1− 3 · 1− 11|√
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= 2.
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to je
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Ako za bazu piramide ABCD uzmemo trougao ABC, onda je du�ina �ene visine
jednaka odstoja�u taqke D od ravni π. Prema tome,
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3
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.

3. Data je funkcija g : (−1/3,+∞)→ R sa

g(x) =







sin(2 ln(1 + 3x))− 6x+ 9x2

x3
, x 6= 0

K, x = 0
.

a) Odrediti Maklorenove polinome tre�eg stepena funkcija t 7→ sin 2t i x 7→ ln(1 + 3x),
kao i funkcije x 7→ sin(2 ln(1 + 3x)).

b) Izraqunati lim
x→0

g(x).

v) U zavisnosti od vrednosti parametra K ispitati neprekidnost funkcije g.



Rexe�e: a) Neka su S3 i L3 Maklorenovi polinomi funkcija t 7→ sin 2t i x 7→ ln(1 + 3x).
Iz poznatih formula za Maklorenove polinome funkcija sin i ln (videti NU, str.233 i
str.235) imamo da je

S3(t) = 2t− (2t)3
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t3,
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3
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2
x2 + 9x3.

Pomo�u polinoma S3 za t = ln(1+3x) = L3(x)+o(x
3) kada x→ 0 dobijamo da je Maklorenov

polinom M3 funkcije x 7→ sin(2 ln(1 + 3x)) dat sa

M3(x) = 6x− 9x2 + 18x3 − 4

3
(3x)3 = 6x− 9x2 + 18x3 − 36x3 = 6x− 9x2 − 18x3.

b) Neka je g(x) =
h(x)

x3
za x 6= 0. Kako je sin(2 ln(1 + 3x)) =M3(x) + o(x3), to je

h(x) = M3(x)− 6x+ 9x2 + o(x3)

= 6x− 9x2 − 18x3 − 6x+ 9x2 + o(x3)

= −18x3 + o(x3)

kada x→ 0. Prema tome,

lim
x→0

g(x) = lim
x→0

h(x)

x3
= lim
x→0

−18x3 + o(x3)

x3
= −18.

v) Za K = −18 funkcija g je neprekidna na Dg = (−1/3,+∞). Za K 6= −18 funkcija g je
neprekidna na intervalima (−1/3, 0) i (0,+∞) (kao koliqnik dveju neprekidnih funkcija,
videti NU, Teorema 10.3, str.183), dok u taqki x = 0 ima prekid prve vrste jer je g(0) 6=
lim
x→0

g(x).

4. Ispitati tok i skicirati grafik funkcije f(x) =

√

x

x+ 2
.

Rexe�e: (1) Rexava�em nejednaqine
x

x+ 2
≥ 0 dobijamo da je Df = (−∞,−2) ∪ [0,+∞).

Poxto f(x) → 1 kada x → ±∞, prava y = 1 je horizontalna asimptota. Prava x = −2 je
vertikalna asimptota (sleve strane) jer je lim

x→−2−
f(x) = +∞, a u taqki x = 0 funkcija f

je neprekidna s desne strane. Za svako x ∈ Df je f(x) ≥ 0, pri qemu je f(0) = 0.

(2) Kako je

f ′(x) =
1

f(x)(x+ 2)2
,

prema Teoremi 14.1 (NU, str.245) funkcija f je rastu�a na intervalima (−∞,−2) i
(0,+∞). U taqki x = 0 funkcija ima lokalni minimum.

(3) Iz izraza za drugi izvod

f
′′
(x) = − 1 + 2x

x(x+ 2)3f(x)
= −f(x)(1 + 2x)

x2(x+ 2)2

vidimo da konveksnost i konkavnost odre�uje znak izraza 1+2x. Za x > 0 je f
′′
(x) < 0, a za

x < −2 je f
′′
(x) > 0. Prema tome, funkcija je konveksna na intervalu (−∞,−2) i konkavna

na intervalu (0,+∞). Grafik funkcije f nema prevojnih taqaka.



Na osnovu podataka iz (1) - (3) mo�emo skicirati grafik funkcije f . Na slici su
nacrtane i asimptote grafika funkcije f .

Dragan �ori�


