
MATEMATIKA 1

Januar 2011 - Grupa II

1. Rexiti sistem

x − 2y − z − 2t = −3
2x − 3y + (a+ 2)z − t = b+ 4
3x − 7y + (2a+ 2)z + (b− 3)t = 2b+ 2

u zavisnosti od realnih parametara a i b.

Rexe�e: Primenom Gausovog algoritma dobijamo ekvivalentan sistem

x − 2y − z − 2t = −3
y + (a+ 4)z + 3t = b+ 10

(3a+ 9)z + (b+ 6)t = 3b+ 21

Neka je A matrica, a A proxirena matrica ovog sistema.

1◦. Za a 6= −3 je r(A) = r(A) = 3, xto znaqi da sistem ima jednoparametarski skup
rexe�a (videti NU1, str.80). Ako je t slobodan parametar (bazisni minor matrice A
mo�e da se formira pomo�u prve tri kolone), tada iz posled�e jednaqine dobijamo

z =
b+ 7

a+ 3
− b+ 6

3a+ 9
t =

3b+ 21− 6t− bt
3(a+ 3)

, (1)

iz druge jednaqine dobijamo (nakon 'zamornog' sre�iva�a)

y =
3a− b+ 2

a+ 3
+
ab+ 4b− 3a− 3

3a+ 9
t =

9a− 3b+ 6− 3at+ abt− 3t+ 4bt

3(a+ 3)
(2)

i konaqno iz prve jednaqine dobijamo (opet nakon 'zamornog' sre�iva�a)

x =
3a− b+ 2

a+ 3
+

2ab+ 7b+ 6

3a+ 9
t =

9a− 3b+ 6 + 2abt+ 6t+ 7bt

3(a+ 3)
. (3)

Skup rexe�a Rt je skup ure�enih qetvorki (x, y, z, t), gde je t ∈ R, a x, y i z su dati
jednakostima (3), (2) i (1).

2◦. Za a = −3 i b 6= −6 je tako�e r(A) = r(A) = 3, pa i u ovom sluqaju sistem ima
jednoparametarski skup rexe�a. Me�utim, bazisni minor matrice A ne mo�e da se
formira pomo�u prve tri kolone te matrice, xto znaqi da nepoznata t ulazi u bazisne
promen	ive (videti NU, str.80). Iz posled�e jednaqine imamo da je

t =
3b+ 21

b+ 6
=

3(b+ 7)

b+ 6
. (4)

Ako je z slobodna promen	iva, tada iz druge jednaqine dobijamo

y = b+ 1− 9

b+ 6
− z = b2 + 7b− 3− bz − 6z

b+ 6
, (5)

a zatim iz prve jednaqine dobijamo

x = 2b+ 5− 12

b+ 6
− z = 2b2 + 17b+ 18− bz − 6z

b+ 6
. (6)

Skup rexe�a Rz je skup ure�enih qetvorki (x, y, z, t), gde je z ∈ R, a x, y i t su dati
jednakostima (6), (5) i (4).
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3◦. Za a = −3 i b = −6 je r(A) = 2 i r(A) = 3. Prema Kroneker-Kapelijevoj teoremi
(videti NU, str.78) sistem nema rexe�a. Ovaj zak	uqak se lako dobija i bez Kroneker-
Kapelijeve teoreme jer za navedene vrednosti parametara a i b tre�a jednaqina postaje
netaqna jednakost 0 = 3.

2. Date su prava a i ravan β u prostoru:

a :
x+ 2

3
=
y − 1

5
=
z − 3

1
i β : x− y + 2z − 9 = 0.

a) Odrediti vektor pravca ~va prave a i vektor normale ~nβ ravni β.

b) Odrediti proizvo	ne taqke A ∈ a i B ∈ β.
v) Odrediti me�usobni polo�aj prave a i ravni β.

g) Odrediti pravu c koja je simetriqna pravoj a u odnosu na ravan β.

Rexe�e:

a) Vektore ~va i ~nβ mo�emo odrediti iz datih jednaqina prave a i ravni β. Na primer,
~va = (3, 5, 1) i ~nβ = (1,−1, 2). Umesto ovih vektora mo�emo uzeti i bilo koje �ima
kolinearne vektore (videti NU, str.123-124 i str.117-118).

b) Nije jasno xta se tra�i! Koordinate proizvo	ne taqke A ∈ a su (x1, y1, z1) za koje

va�i
x1 + 2

3
=

y1 − 1

5
=

z1 − 3

1
, a koordinate proizvo	ne taqke B ∈ β su (x2, y2, z2)

za koje va�i x2 − y2 + 2z2 − 9 = 0. Ako se misli na konkretne taqke, onda su to, na
primer, A(−2, 1, 3) i B(9, 0, 0).

v) Kako je
~va · ~nβ = (3, 5, 1) · (1,−1, 2) = 3 · 1 + 5 · (−1) + 1 · 2 = 3− 5 + 2 = 0,

prava a i ravan β su paralelne (videti NU, str.128), pri qemu nemaju zajedniqkih
taqaka jer A 6∈ β.

g) Prava c ima isti pravac kao data prava a i sadr�i taqku C(x0, y0, z0) koja je
simetriqna taqki A u odnosu na ravan β. Neka je P zajedniqka taqka prave

p :
x+ 2

1
=

y − 1

−1
=

z − 3

2
= t (prava koja je normalna na ravan β i sadr�i taqku

A) i ravni β. Ako koordinate (t−2,−t+1, 2t+3) proizvo	ne taqke prave p zamenimo
u jednaqini ravni β, dobijamo t = 1. To znaqi da taqka P ima koordinate (−1, 0, 5).
Iz jednakosti izme�u koordinata taqaka A, P i C (P je sredixte du�i AC)

−2 + x0
2

= −1, 1 + y0
2

= 0,
3 + z0

2
= 5

dobijamo x0 = 0, y0 = −1, z0 = 7. Prema tome, prava c sadr�i taqku C(0,−1, 7) i ima
vektor pravca ~va. Jednaqina prave c je

x

3
=
y + 1

5
=
z − 7

1
.

3. Data je funkcija

g(x) =







2 ln(1 + 3x)− sin 2x− 4x+ 9x2

x3
, x 6= 0

K, x = 0
.

a) Odrediti Maklorenove polinome tre�eg stepena funkcija ln(1 + 3x) i sin 2x.

b) Izraqunati lim
x→0

g(x).



v) U zavisnosti od vrednosti parametra K ispitati neprekidnost funkcije g.

Rexe�e: a) Neka su L3 i S3 Maklorenovi polinomi funkcija x 7→ ln(1+ 3x) i x 7→ sin 2x.
Iz poznatih formula za Maklorenove polinome funkcija ln i sin (videti NU, str.235 i
str.233) imamo da je

L3(x) = 3x− (3x)2

2
+

(3x)3

3
= 3x− 9

2
x2 +

27

3
x3 = 3x− 9

2
x2 + 9x3,

S3(x) = 2x− (2x)3

3!
= 2x− 8

6
x3 = 2x− 4

3
x3.

b) Neka je g(x) =
h(x)

x3
za x 6= 0. Kako je ln(1 + 3x) = L3(x) + o(x3) i sin 2x = S3(x) + o(x3)

kada x→ 0, to je

h(x) = 2L3(x)− S3(x)− 4x+ 9x2 + o(x3)

= 2

(

3x− 9

2
x2 + 9x3

)

− 2x+
4

3
x3 − 4x+ 9x2 + o(x3)

=
58

3
x3 + o(x3)

kada x→ 0. Prema tome,

lim
x→0

g(x) = lim
x→0

h(x)

x3
= lim
x→0

58

3
x3 + o(x3)

x3
=

58

3
.

v) Za K =
58

3
funkcija g je neprekidna na Dg = (−1/3,+∞). Za K 6= 58

3
funkcija g je

neprekidna na intervalima (−1/3, 0) i (0,+∞) (kao koliqnik dveju neprekidnih funkcija,
videti NU, Teorema 10.3, str.183), dok u taqki x = 0 ima prekid prve vrste jer je g(0) 6=
lim
x→0

g(x).

4. Ispitati tok i skicirati grafik funkcije f(x) =
x3

x2 + 3x+ 3
.

Rexe�e: (1) Poxto je x2+3x+3 > 0 za svako x ∈ R (diskriminanta ovog trinoma je ma�a
od nule), to je Df = R, xto znaqi da funkcija f nema vertikalnih asimptota. Funkcija
ima nulu u taqki x = 0, pozitivna je za x > 0 i negativna za x < 0. Funkcija nema ni
horizontale asumptote jer je lim

x→−∞
f(x) = −∞ i lim

x→+∞
f(x) = +∞. Iz jednakosti

lim
x→±∞

f(x)

x
= lim
x→±∞

x3

x3 + 3x2 + 3x
= 1,

lim
x→±∞

(f(x)− x) = lim
x→±∞

(

x3

x2 + 3x+ 3
− x
)

= − lim
x→±∞

3x2 + 3x

x2 + 3x+ 3
= −3

sledi da je prava y = x− 3 kosa asimptota i za x→ −∞ i za x→ +∞.

(2) Kako je

f ′(x) =
x4 + 6x3 + 9x2

(x2 + 3x+ 3)2
=

x2(x+ 3)2

(x2 + 3x+ 3)2
≥ 0,

prema Teoremi 14.1 (NU, str.245) funkcija f je rastu�a na Df , xto znaqi da nema
lokalnih ekstremuma.

(3) Ako je P (x) = x4 + 6x3 + 9x2 i Q(x) = x2 + 3x+ 3, tada je

f ′′(x) =

(

P

Q2

)′

=
P ′Q2 − P · 2QQ′

Q4
=
P ′Q− 2PQ′

Q3
,



pri qemu je P ′(x) = 4x3+18x2+18x i Q′(x) = 2x+3. Nakon 'napornog' mno�e�a i sre�iva�a
dobijamo

f ′′(x) =
12x3 + 54x2 + 54x

(x2 + 3x+ 3)3
=

6x(2x2 + 9x+ 9)

(x2 + 3x+ 3)3
.

Trinom 2x2 + 9x + 9 je pozitivan na intervalima (−∞,−3) i (−3/2,+∞) i negativan na
intervalu (−3,−3/2), a funkcija f ′′ je pozitivna na intervalima (−3,−3/2) i (0,+∞) i
negativna na intervalima (−∞,−3) i (−3/2, 0). Prema tome, funkcija f je konveksna na
intervalima (−3,−3/2) i (0,+∞) i konkavna na intervalima (−∞,−3) i (−3/2, 0). Grafik
funkcije f ima prevojne taqke A(−3,−9), B(−3/2,−9/2) i C(0, 0).
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Na osnovu podataka iz (1) - (3) mo�emo skicirati grafik funkcije f . Na slici su
oznaqene prevojne taqke grafika i nacrtana je kosa asimptota.
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